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Ф. В. Бессель



Бессель жил и работал в первой половине 19 в., однако его имя 
можно часто встретить в современной учебной и периодической геоде­
зической, астрономической и математической литературе. Это означает, 
что его работы и исследования не потеряли* своего исторического и 
научного значения для нашего времени. Но, несмотря на это, до сих 
пор мы не располагаем оригинальными трудами Бесселя по высшей 
геодезии и способу наименьших квадратов на,.русском языке. Настоя­
щий сборник избранных его сочинений призван восполнить этот пробел.

Полного собрания сочинений Бесселя до сих пор не издано. В те­
чение 1875— 1876 гг. профессор астрономии и известный издатель 
Рудольф Энгельман издал в трех томах избранные труды Бесселя по 
всем направлениям его научной деятельности под названием: „Abhand- 
lungen von Friedrich Wilhelm Bessel". В первый том вошли труды Бес­
селя по теоретической и сферической астрономии; во второй — по тео­
рии астрономических инструментов, звездной астрономии и матема­
тике; в третий — по геодезии и физике.

В наш сборник вошли почти все наиболее существенные работы и 
исследования Бесселя по высшей геодезии и способу наименьших квад* 
ратов. Кроме этого, в сборнике приведены небольшие работы по теории 
фигуры Земли и астрономии, которые тесно связаны с высшей геоде­
зией.

При подготовке статей для сборника опущены все результаты 
наблюдений в виде каталогов, таблиц или числовых вычислений, а 
также различные описания, потерявшие значение для современного 
читателя. Такое сокращение касалось почти всех статей, особенно двух: 
«Определение осей эллиптического сфероида» и «Градусное измерение 
в Восточной Пруссии». В некоторых случаях сохранены только окон­
чательные результаты вычислений и наблюдений. Ряд вычислений и 
расчетов Бесселя впоследствии был проверен авторитетными геодези­
стами, в частности Иорданом, в результате чего были обнаружены 
ошибки и неточности. В этих случаях в скобках приводятся более пра­
вильные результаты. По мере надобности к тексту сборника даны под­
строчные примечания.

Сборник имеет два приложения: статья — «Способ Бесселя вычис­
ления геодезических измерений», на которую имеется ссылка Бесселя* 
и «Таблицы Бесселя для вычисления геодезических координат». Хотя 
эти таблицы составляют часть статьи «О вычислении географических 
долгот и широт», но для удобства пользования ими лучше их иметь 
в конце сборника. Эти таблицы не потеряли своего практического 
значения до сих пор, так как они применимы для любого эллипсоида 
вращения.



Все работы Бесселя, включенные в наш сборник, публикуются на 
русском языке впервые, за исключением статьи «О вычислении геогра­
фических долгот и широт», которая была переведена и издана в труде 
А. А. Тилло «Геодезические исследования Гаусса, Бесселя и Ганзена» 
(СПБ, 1866).

В тексте встречаются фамилии ученых прошлого столетия; краткие 
сведения о наиболее заслуженных приведены в алфавитном порядке 
в конце сборника в виде дополнительных примечаний.

Перевод с немецкого выполнен Н. Ф. Булаевским, очерк «Жизнь и 
геодезическая деятельность Бесселя» составлен Г. В. Багратуни. Часть 
материала для примечаний и указанного очерка переведена из немец-» 
ких, французских и английских источников Н. Ф. Булаевским.

Переводчик и редакторы стремились, в пределах возможного, со­
хранить оригинальность изложения Бесселя, хотя, конечно, это пол­
ностью выполнить весьма трудно, если иметь в виду, что работы Бес­
селя написаны 130—140 лет тому назад.



ЖИЗНЬ И ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ФРИДРИХА ВИЛЬГЕЛЬМА БЕССЕЛЯ

Среди великих астрономов 19 в. Бессель занимает особое место по 
многогранной деятельности и плодотворности. Ему принадлежит около 
500 работ по различным областям астрономии, высшей геодезии, спо­
собу наименьших квадратов, физике и теории фигуры Земли. Одна его 
переписка с Гауссом, Ольберсом, Шумахером и Энке занимает свыше
5 томов. Будучи самоучкой в самом широком смысле этого слова, он 
достиг таких вершин в высшей геодезии и практической астрономии, 
что справедливо считается одним из наиболее крупных основателей 
этих наук.

В 19 в. многие знаменитые астрономы и математики были одновре­
менно и геодезистами. Среди плеяды ученых, к числу которых следует 
отнести Faycca, Струве, Ольбереа, Шумахера и др., Бессель выделяется 
как крупный теоретик-исследователь, экспериментатор и замечатель­
ный наблюдатель. Ему принадлежат наиболее точные исследования 
в области точнейших линейных измерений и сравнения линейных мер.

Ф. Н. Красовский очень высоко ценил заслуги Бесселя в области 
разработки теории и практики высшей геодезии и неизменно упоминал 
его имя наряду с именами Гаусса и Струве. В предисловии ко II части 
«Руководства» он пишет: «...Та связь геодезии с математикой, которая 
была в свое время так блестяще и гениально проведена Гауссом и Бес­
селем, вновь выдвигается советской действительностью...».

Путь Бесселя в геодезию и астрономию был не прямым — он 
прошел своеобразную «школу». Бессель родился в Миндене 22 июля 
1784 г. в семье небогатого служащего. Его отец был казначеем и юрис­
консультом, мать (дочь пастора) была полностью поглощена заботами 
большой семьи. У родителей Бесселя было шесть дочерей и три сына. 
Семья Бесселя жила очень трудно — вследствие весьма ограниченных 
средств приходилось экономить во всем. Но Бессель, будучи еще юно­
шей, всегда гордился безукоризненной честностью своих родителей. 
Отец и мать были для семьи примером исключительного трудолюбия и 
бережливости.

В детстве Бессель ничем не выделялся среди своих сверстников, 
наоборот, он отставал от них по латыни настолько значительно, что вы­
нужден был оставить гимназию, будучи еще в средних классах. Однако 
уже в гимназии проявилась его склонность к числовым расчетам. По* 
этому, уйдя из гимназии, он при поддержке своего учителя по матема­
тике стал заниматься только арифметикой, географией, немецким и 
французским языками.

Родители Бесселя решили готовить его к торговой деятельности. 
В январе 1799 г. юноша Бессель поступил учеником в известный тор*



говый дом Andreas Gotlieb Kuhlen kamp в Бремене с обязательством 
работать бесплатно в течение 7 лет. Но скромность, усердие и большое 
трудолюбие юноши вскоре заставили его хозяев пересмотреть условия 
его работы.

Вдумчивому и скромному Бесселю тогда казалось жизненной меч­
той стать сопроводителем товаров в заморские страны, для чего он 
подробно изучал все виды морской торговли. Он мечтал о путешест­
виях в этой должности в испанские, французские, английские колонии 
и Китай. Бессель с юных лет был упорным и последовательным в своих 
действиях. Для осуществления мечты он стал усиленно изучать гео­
графию, читать обширные описания путешественников, одновременно 
усердно заниматься языками, в частности испанским и английским. 
Он хорошо знал, что без знания языков его коммерческая деятельность 
в этой области не может быть успешной, и вскоре обнаружились его 
большие способности в области лингвистики. Буквально за 3—4 ме­
сяца занятий он стал свободно объясняться на английском и испан­
ском языках. Очень быстро он стал образованным и знающим языки 
коммерсантом.

Первые шаги на этом поприще вызвали интерес у Бесселя к ис  ̂
кусству кораблевождения и по необходимости это привело его к изуче­
нию астрономической части навигации. При чтении книг по астрономии 
он убедился, что ему следует сначала овладеть математикой. Астроно­
мия и математика оказались той магической силой, которая раскрыла 
таившийся в Бесселе математический и астрономический талант. В те­
чение нескольких дней он прочитал и усвоил руководство по элемен­
тарной математике, легко одолел специальную книгу об определении 
географического положения пунктов на земной поверхности по звездам 
и по Солнцу.

Вскоре Бессель решил заняться собственными наблюдениями, для 
чего ему понадобился секстант. Но этот прибор стоил довольно дорого, 
и скромные средства Бесселя не позволили ему приобрести его. Тогда 
он решил сам изготовить его. Благодаря упорному труду и изобрета­
тельности он вполне справился с поставленной задачей: построил при-* 
бор и начал производить наблюдения. Это занятие настолько увлекло 
Бесселя, что ему на сон оставалось не больше 4—5 часов в сутки. Но 
астрономические наблюдения требуют больших вычислений. Бессель 
решил и этим заняться, но последнее требует изучения законов движе^ 
ния небесных тел. Природный талант и исключительное прилежание 
способствовали преодолению всех трудностей в течение одного года. 
Перед Бесселем открылись два пути: стать обеспеченным торговцем или 
бедным астрономом; он выбрал последнее.

Занятия по астрономии открыли перед Бесселем обширный и увле­
кательный мир науки, и он не мог остановиться в своем стремлении 
к познаниям в этой области. В 1806 г. он решил по наблюдениям 
английского астронома Томаса Харрио вычислить орбиту кометы 
Галля, для чего ему пришлось исписать только цифрами свыше 300 
страниц. На это потребовалось бы при тогдашних вычислительных 
средствах года работы опытного астронома.

В Бремене в то время наряду с врачебной практикой весьма ус­
пешно занимался астрономией Ольберс, считавшийся одним из наи­
более крупных авторитетов по кометам, поэтому Бессель решил свою 
работу по определению параметров орбиты кометы 1807 г. представить 
ему.

Ольберс, всегда благожелательный к молодым дарованиям, про­
читав работу Бесселя, пришел в восторг. Он горячо поддержал Бес­
селя, опубликовал его работу в своих ежемесячных известиях и реко­



мендовал Бесселя Гауссу. Большой талант Бесселя сразу был оценен 
Гауссом, и с этого времени между ними завязалась дружба и постоян* 
ная переписка.

В начале 1806 г., по рекомендации Ольберса, Бессель был пригла­
шен наблюдателем в частную астрономическую обсерваторию в гор. 
Лилиентале. Три года упорного труда в этой обсерватории создали 
Бесселю репутацию первоклассного наблюдателя и крупного теоре- 
тика-астронома.

В 1810 г. началось строительство новой обсерватории Кенигсберг­
ского университета. 26-летнему Бесселю была предложена должность 
профессора этого университета с обязанностью наблюдать за строи­
тельством обсерватории. Строительство обсерватории было завершено 
в 1813 г.; Бессель занял должность директора обсерватории и состоял 
в ней до самой своей смерти (1846 г.). С этого момента открылась 
новая глава в истории практической астрономии. Свыше 30 лет работы 
Бесселя в должности директора создали обсерватории огромный науч  ̂
ный авторитет.

Астрономия была главным предметом занятий Бесселя; его ра* 
боты касались всех ее разделов. В области теоретической астрономии 
исследования Бесселя по глубине и научной значимости уступают 
только работам Лапласа и Гаусса. В практической и фундаменталь* 
ной астрономии он стоит в одном ряду с первым директором и основа­
телем Пулковской обсерватории Я. В. Струве. Эти два больших та^ 
ланта творили параллельно, дополняя друг друга.

Бессель произвел колоссальное количество астрономических наб* 
людений; на одном только меридианном круге (с 1821 по 1833 г.) он 
наблюдал 75011 звезд. Кроме того, он наблюдал экваториалом и 
гелиометром. При помощи последнего Бессель сделал первое заслуг 
живающее доверия определение параллакса звезды 61 Лебедя. Благо* 
даря его наблюдениям кенигсбергский гелиометр стал знаменитым в 
летописях астрономии.

Первой его крупной работой по фундаментальной астрономии 
была: Fundamenta astronomiae deducta ex observationibus I. Bradley 
(Основы астрономии, 1818), в которой он опубликовал результаты об' 
работки гринвичских наблюдений неподвижных звезд Джимса Брад- 
лея в виде каталога, заключавшего в себе 3222 звезды. В этой работе 
он впервые вывел постоянные прецессии, нутации, аберрации и реф­
ракции.

Наиболее крупные работы Бесселя по астрономии, кроме указанной 
выше, следующие:

1. Astronomische Beobachtungen auf der Sternwarte zu Konigsberg, 
(Астрономические наблюдения в обсерватории в Кенигсберге, 21 вы­
пуск, 1815— 1844). В этих выпусках собраны результаты наблюдений, 
обработки материалов и выводы.

2. Untersuchungen fiber die Lange des einfachen Secundenpendels 
fflr KOnigsberg (Исследования длины секундного маятника для Кениге* 
берга, 1828).

3. Bestimmung der Lange des einfachen Secundenpendels in Berlin 
(Определение длины секундного маятника в Берлине, 1837). Брунс в 
1889 г. сообщил, что, согласно его исследованию, Бессель еще в 1826 г, 
внес исправления в принятую тогда длину секундного маятника.

4. Tabulae Regiomontanae reductionum observationum ab a 1750 ad a 
1830 computatae (Региомонтановы таблицы редукций наблюдений, вы­
численные за период времени от 1750 до 1830 г., 1830).

5. Untersuchungen йЬег die Verandlichkeit der eigenen Bewegung 
der Fixsterne (Исследование изменчивости собственного движения не-



Подвижных звезд, 1844). В этой работе Бессель пришел к заключению, 
что на основании изменений собственных движений Сириуса и Про- 
циона нужно считать их двойными звездами, что блестяще подтверди-* 
лось после его смерти, когда в 1862 и 1896 гг. были открыты спутники 
этих звезд.

Бессель, будучи профессором астрономии, читал популярные лекции 
по вопросам геодезии и астрономии; он мог говорить о самых глубоких 
научных вопросах с исключительной ясностью и простотой. Его лекции 
были переведены на русский язык в 1859 г. под названием «Популяр­
ные чтения о научных предметах».

Астрономические и геодезические наблюдения до известной сте­
пени являются искусством, овладеть которым можно при определенном 
опыте и путем точнейшего исследования инструментов и приборов, при 
помощи которых производятся наблюдения. Это положение особенно 
справедливо в отношении прошлого века, когда не имелось никаких 
«безличных» приборов, и все наблюдения выполнялись посредством 
слуха и зрения.

Искусству наблюдений свойственно два источника систематиче­
ских ошибок — инструмент и наблюдатель. Бессель был одним из пер­
вых астрономов XIX в., который не только ясно понимал это, но и спе­
циальными исследованиями раскрыл, установил их влияние на резуль­
таты наблюдений и разработал методику борьбы с систематическими 
ошибками инструментального и личного характера. Исследования 
меридианного круга и других астрономических инструментов, произве­
денные Бесселем, составили эпоху в развитии фундаментальной и 
практической астрономии.

Бессель первый установил существование «личного уравнения» в 
астрономических наблюдениях. В настоящее время во всех работах, 
особенно производимых несколькими наблюдателями, оно обязательно 
определяется. Открытие Бесселя впоследствии было распространено на 
все виды наблюдений. Вследствие несовершенства и индивидуальных 
особенностей наших органов чувств личное уравнение присуще при 
всех наблюдениях физического характера, в том числе и геодезических, 
только оно не всегда учитывается из-за незначительности его влияния 
на результаты наблюдений. Развивая дальше эту мысль, мы приходим 
к выводу, что даже при автоматической регистрации явлений при­
боры обладают своими индивидуальными ошибками, поэтому во мно­
гих работах приходится либо определять личное уравнение и вводить 
поправки в результаты измерений, либо ставить работы так, чтобы оно 
исключалось в конечном результате. Это явление создало в астрономии 
целую область знаний и приборов.

В настоящий сборник включена статья Бесселя о личном уравне­
нии. Этот вопрос целиком относится к области практической астроно­
мии, но геодезисты всегда интересовались всеми явлениями, связан­
ными с наблюдениями и измерениями. Статья Бесселя содержит исто­
рически интересные факты и показывает ход мыслей Бесселя при от­
крытии «личного уравнения».

Интересно отметить, что личное уравнение Бесселя было очень 
велико: разность личных уравнений Бесселя и Струве превосходила 
одну секунду времени. Важно, конечно, постоянство личного уравне­
ния, но не его величина. Несмотря на значительную величину личного 
уравнения Бесселя, он считается одним из наиболее выдающихся наб­
людателей XIX в. В этом вопросе, возможно, его превосходил В. Я. Стру­
ве, у которого к тому же было весьма малое личное уравнение.

К каким последствиям может привести незнание явлений, связан­
ных с личным уравнением, превосходно описано Бесселем в этой



статье. Пятый директор Гринвичской обсерватории Маскилайн уволил 
своего сотрудника Киннебрука за то, что результаты его наблюдений 
расходились с наблюдениями самого Маскилайна на определенно по­
стоянную величину.

* *
*

Высшая геодезия наряду с астрономией и физикой была той об­
ластью, которой Бессель занимался с большим интересом. Есть осно­
вания полагать, что интерес к геодезии возник у Бесселя под влиянием 
Гаусса, Шумахера и общей тенденции, господствовавшей в отношении 
геодезии в начале XIX в.

Крупные достижения Бесселя в области астрономии и геодезии 
явились результатом его упорного труда и глубоких исследований. 
Хотя Бессель в вопросах высшей геодезии имел таких современников, 
как Гаусс и Струве, тем не менее в основном он шел своим путем как 
в теории, так и в практике. В одном из своих писем к нему Гаусс при­
знался, что ему трудно что-либо добавить в тех вопросах, которые 
разработаны по высшей геодезии Бесселем. Это признание весьма по­
казательно, ибо гений Гаусса во всем находил новое и обобщал част­
ные решения на основе высокой теории.

Начало занятий Бесселя по высшей геодезии относится к 1818— 
1820 гг. прошлого века, когда одновременно шли градусные измерения 
в Дании под руководством Шумахера и ганноверские — под руковод­
ством Гаусса.

Существует обширная переписка между Гауссом, Бесселем и 
Шумахером. Часть писем Гаусса к Бесселю опубликована во II томе 
избранных сочинений Гаусса (Геодезиздат, 1958).

В теоретических работах Бесселя рассмотрены следующие проб­
лемы высшей геодезии:

1. Редукционная проблема в связи со строгой обработкой мате­
риалов геодезических измерений на поверхности эллипсоида вращения.

2. Решение больших сфероидических треугольников и вычисление 
геодезических координат при любых расстояниях между пунктами на 
земном сфероиде.

3. Проблема линейных и угловых измерений в триангуляции.
4. Строгое и совместное уравнивание результатов геодезических 

измерений по способу наименьших квадратов.
5. Выводы земного эллипсоида из обработки результатов градус­

ных измерений.
По просьбе Шумахера Бессель в своих письмах к нему, впослед­

ствии опубликованных в „Astronomische Nachrichten", рассмотрел вопрос
о редукциях, возникающих в связи с тем, что измерения производятся 
на физической поверхности Земли, а математическая обработка резуль­
татов выполняется на поверхности земного эллипсоида. Кроме этого, 
как известно, на поверхности эллипсоида треугольники образуются 
геодезическими линиями, тогда как при измерении углов в триангуля­
ции мы имеем дело с нормальными сечениями и углами между ними. 
Решение всех этих вопросов знают теперь студенты геодезических вузов 
уже на четвертом курсе, но 140 лет назад это были проблемы, которые 
надо было решить строго математически.

Бессель без вывода приводит формулу разности азимутов геоде­
зической линии и нормального сечения. Формула Бесселя для примене­
ния в триангуляции обладает высокой точностью и пригодна для любых 
расстояний. В этом письме Бессель излагает свои взгляды по вопросу 
вычисления геодезических координат. В одном пункте его точка зрения



в точности совпадает с гауссовой: Бессель и Гаусс отрицательно отно­
сились к применению прямоугольных координат Зольднера, называе­
мых ими «отстояниями» от меридианов и линий, перпендикулярных 
к ним.

Редукционную проблему высшей геодезии в полном объеме Бес­
сель рассматривает в другой статье: «О влиянии неправильностей 
фигуры Земли на геодезические работы и сравнение последних с астро­
номическими».

Бессель в этой статье совершенно определенно говорит о существо­
вании волн на больших пространствах; высказывает правильные 
взгляды в отношении истинной фигуры Земли, причем в некоторых 
случаях они ничем не отличаются от современных взглядов по данному 
вопросу.

Здесь приводится вывод формулы для разности азимутов геодези­
ческой линии и нормального сечения. Доказывается, что разность дуг 
геодезической линии и нормального сечения между двумя пунктами — 
малая величина седьмого порядка и не должна учитываться при любых 
геодезических задачах, и расстояниях. Полученные выводы Бесселя по 
этим вопросам проверялись неоднократно другими авторами, в част­
ности Ганзеном в его «Геодезических исследованиях».

Далее в этой статье рассматриваются вопросы о поправках в ши­
роты и азимуты за отклонения геоида от сфероида. Для получения 
формул он вводит величину п — расстояние по нормали между геои­
дом и сфероидом; при этом он указывает, что определение этой вели­
чины сопровождается большими трудностями, а в общем случае задача 
не имеет строгого решения.

Бессель еще в 1837 г. совершенно определенно высказывал такую 
мысль о проектировании геодезических измерений на поверхность 
эллипсоида:

«Но можно освободиться от определения хода геодезической ли­
нии по неправильной земной поверхности, если все вершины треуголь­
ников спроектировать с помощью нормалей на поверхность сфероида, 
мало отличающуюся от фигуры Земли; соединим геодезическими ли­
ниями такие проекции на этой поверхности, и образовавшуюся на ней 
сеть треугольников можно вычислить вместо такой же сети, лежащей 
на самой поверхности Земли». Этот подход мы теперь называем мето­
дом проектирования, который был разработан и введен в практику 
геодезических работ СССР Ф. Н. Красовским. Таким образом, в вопро­
сах редукционной проблемы высшей геодезии Бессель имел правиль­
ную точку зрения, подтвержденную современными учеными.

Со времен Лежандра измеренные на земной поверхности треуголь­
ники триангуляции 1 класса стали принимать за сферические и решать 
их по его известной теореме, гласящей, что сферический треугольник 
можно решить как плоский, если каждый его угол уменьшить на одну 
треть его избытка. В связи с этим, когда в начале 19 в. градусные 
измерения стали развиваться в широких масштабах, возникли вопросы: 

1) Треугольники каких размеров можно решить по теореме Ле­
жандра? 2) Какова ошибка этого допущения? Известно было, что изме­
ренные на земной поверхности треугольники — не сферические, а сфе- 
роидические, т. е. лежащие на поверхности земного сфероида.

Бессель впервые рассмотрел и решил эту задачу. Он дал формулы, 
по которым можно любой измеренный сфероидический треугольник 
привести к сферическому, имеющему те же стороны. Это решение при­
ведено в нашем сборнике в статье «Вычисление треугольника, стороны 
которого — геодезические линии». Формулы Бесселя дают ответ на 
поставленные вопросы. Оказалось, что разность углов сферического и



сфероидического треугольников с одинаковыми сторонами — малая
величина третьего порядка, если считать ^  (где s — длина стороны
триангуляции, R — средний радиус кривизны сфероида в данной точке) 
малой величиной первого порядка.

Особенность решения Бесселя заключается в том, что он не ставит 
каких-либо ограничений в отношении длины стороны треугольников.

Формулы Бесселя доказали справедливость теоремы Лежандра для 
малых сферических треугольников и одновременно установили, что 
треугольники, стороны которых нельзя считать малой величиной пер­
вого порядка, не следует решать по теореме Лежандра, а в этих слу­
чаях нужно учитывать сферические и сфероидические поправки к тео­
реме Лежандра.

Решение сферических треугольников, или треугольников, образо­
ванных геодезическими линиями на любой математической поверхно­
сти, было темой научных исследований ученых 19 в., в частности 
Гаусса, Ганзена, Христофеля и др. Гаусс в своих «общих исследова­
ниях кривых поверхностей» дал наиболее общее решение этой задачи 
на любой математической поверхности, но стороны треугольников он 
считал малой величиной первого порядка. Решение Гаусса было в не­
сколько другом виде и с другим математическим аппаратом повторено 
Ганзеном в его «Геодезических исследованиях» (А. Тилло. Геодезиче­
ские исследования Гаусса, Бесселя, Ганзена, СПБ, 1866, стр. 215— 
327). Ганзен удержал в своих окончательных формулах малые вели­
чины одним порядком выше, чем Гаусс.

Наиболее полное рассмотрение вопроса о решении геодезических 
треугольников на земном сфероиде выполнено Гельмертом в „Die mate- 
matischen und physikalischen Theorien hoheren Geodasie*. Teil I. 
Здесь одновременно дается сравнительная оценка формул и способов 
Бесселя, Ганзена и Гаусса.

В настоящее время формулы Бесселя имеют только историческое 
значение, на практике применяются формулы (233) «Руководства» 
части II Ф. Н. Красовского. Эти формулы были получены впервые 
Иорданом в его известном „Handbuch der Vermessungskunde*.

Решение прямой геодезической задачи на сфероиде до Бесселя 
было найдено многими учеными. В 1826 г. Бессель специально рас­
смотрел эту задачу в статье «О вычислении геодезических широт и 
долгот». Исходным началом для своего решения он взял основное 
уравнение геодезической линии в. виде

cos иг sin Аг =  cos и2 sin Л2' (1 )

и не сделал никаких ограничений в отношении длины дуги геодезиче­
ской линии, т. е. он рассмотрел задачу на большие расстояния. По 
поводу геометрической интерпретации уравнения ( 1 ) до сих пор 
имеется неясность. Приведем по этому вопросу пояснения Бесселя:

«Это уравнение представляет собой известное соотношение между 
двумя сторонами сферического треугольника: 90 — щ и 90 — и2 и про­
тиволежащими им углами 360 — А2 и Ль Третья сторона того же сфе­
рического треугольника и противолежащий ей угол, которые я буду 
обозначать через а и со, если ввести их в вычисления, дадут изящные 
выражения для связанных между собой изменений величин и, о и со" 
Указанный сферический треугольник Р\Р'Р2 носит название вспомога­
тельного треугольника Бесселя, а некоторые авторы его считают изоб­
ражением сфероидического треугольника Р\РР2. Это, конечно, вольное 
толкование чисто геометрической интерпретации. Здесь мы не ставим



лакие-либо условия для получения изображения, как это понимается 
в математической картографии.

Последние два дифференциальных уравнения являются основными 
для способа Бесселя. Подробности интегрирования их приведены в 
статье Бесселя.

Решение Бесселя стало классическим и до сих пор излагается 
почти без изменений во всех фундаментальных курсах высшей геоде­
зии у нас и за рубежом. Из всех способов решения геодезических за­
дач наиболее универсальным является способ Бесселя. Для применения 
способа Бессель составил специальные таблицы, которые и в наше 
время не потеряли своего значения. Это объясняется тем, что они со­
ставлены по аргументу, пригодному для любого референц-эллипсоида.

В настоящее время более актуально решение обратной геодезиче­
ской задачи на большие расстояния.

Бессель эту задачу не рассмотрел, полагая, видимо, что ее можно 
решить путем обращения его формул для прямой задачи. Обратную 
задачу на основе метода Бесселя в полном объеме разработал Гель- 
мерт в указанном его труде по высшей геодезии. Однако решение Гель- 
мерта не самое лучшее. За последние годы по этому вопросу появи­
лась значительная литература; это решение было предметом обсужде­
ния на Генеральной ассамблее международного союза геодезии и гео­
физики в Риме (1954 г.). Не менее значительная литература посвящена 
прямой задаче. Оказывается, существует много вариантов для решения 
и прямой задачи в зависимости от того, как построить вспомогатель­
ный треугольник.*

Эта работа Бесселя — одно из крупных достижений высшей гео­
дезии 19 в., классический труд как по форме, так и по содержанию. 
Обращает на себя внимание изящество и простота метода вывода 
основного уравнения геодезической линии. Этот вывод неизменно из­
лагается в курсах по высшей геодезии, например, в «Руководстве» 
Ф. Н. Красовского, а также Иордана и Эггерта; он сохранен также 
в новом 10-томном издании этого «Руководства» Кнейселем.

В настоящее время решение обратной геодезической задачи по 
формулам Бесселя у нас уже выполняется на электронно-вычислитель­
ных машинах с применением метода приближений.

Таким образом, из предыдущего краткого обзора теоретических 
работ Бесселя по сфероидической геодезии ясно следует, что он при 
решении геодезических задач исходил из проблемы больших расстоя­
ний. Подход Бесселя к геодезическим проблемам более близок к совре­
менной постановке вопроса, чем подход Гаусса. В своих исследованиях 
по высшей геодезии Гаусс исходит из проблемы малых расстояний, он
заранее принимает, что ~  — малая величина первого порядка и в

* Этот вопрос автор рассматривает в Известиях Министерства высшего и 
среднего специального образования СССР, вып. 4, I960.

На сфере 
dU =  cos Ad о 

cos Ud со =  sin Ad a

На сфероиде
MdB =  ds cos A 

N  cos Bdl =  ds sin A

или
ds

dl
(2)



окончательных формулах удерживает члены 4—5 порядка включи­
тельно. Этот принцип Гаусс осуществляет последовательно во всех 
своих геодезических исследованиях. Это и понятно, так как он имел 
в виду математическую обработку классической триангуляции.

Но, если мы выходим за пределы классической триангуляции, а 
развитие современной науки и техники идет по этому направлению, то 
подход Гаусса с неизбежностью уступает подходу Бесселя.

Современная тенденция развития сфероидической геодезии идет по 
пути исследований Бесселя. Это, конечно, вовсе не значит, что геодезии 
ческие работы и исследования Гаусса потеряли для нашего времени 
свое историческое и научное значение. Речь идет о перспективах раз­
вития науки и об оценке той роли, которую смогут в дальнейшем 
играть исследования прошлого столетия.

Работы Гаусса имеют общенаучное значение, и они всегда будут 
представлять интерес для геодезической науки.

* *

*

Тридцатые годы 19 в. были периодом интенсивного развития гра­
дусных измерений в Европе и в Индии. В России широким фронтом 
шли работы Струве и Теннера, в Германии — Гаусса, в Дании — Шу­
махера, французы и итальянцы развивали триангуляции по 45° парал­
лели; большую работу выполняли англичане в Индии, начались работы 
в Австрии. В 1831 г. Бессель начал работу по проложению градусного 
измерения в Восточной Пруссии между Мемелем и Трунцем с целью 
соединить их с русскими и другими измерениями. Здесь Бесселю впер­
вые представилась возможность применять все свои теоретические 
положения на практике. Поэтому наиболее крупной работой Бесселя 
в области высшей геодезии и геодезической астрономии, бесспорно, 
является это градусное измерение.

Дуга протяженностью в 3°4' была проложена в течение 4 лет и, 
как результат этой работы, в 1838 г., т. е. через четыре года, Бессель 
опубликовал свой большой труд: „Grandmessung in Ostpreussen", в ко­
тором весьма подробно изложен весь процесс полевых измерений и 
результаты математической обработки материалов измерений. Это, ко­
нечно, отчет о выполненной работе и отчет подлинно научный, где сде­
ланы теоретические обобщения и научные выводы.

Ф. Н. Красовский дает высокую оценку труду Бесселя во II ч. 
«Руководства» (стр. 438). Он пишет: «Сочинение Бесселя „Grandmessung 
in Ostpreussen", изданное в 1838 г., несомненно, является большим 
вкладом в геодезическую науку».

Следует отметить очень важную особенность градусного измере­
ния Бесселя по сравнению с другими: оно проложено под азимутом 
примерно 45°, что делает его равноценным двум дугам — по мери­
диану и параллели. Геометрически это совершенно ясно, так как мы 
можем его проектировать на меридиан и параллель. Для этого необ­
ходимы астрономические определения на концах дуги. В то время 
определить астрономические долготы было трудно, поэтому Бессель 
вместо разности долгот определяет разность азимутов. Эту особенность 
он отмечает в предисловии своей работы:

«Таким образом, если Земля действительно представляет собой 
сфероид, то его фигура и размеры будут полностью определены с по­
мощью одного градусного измерения. По-видимому, до нашей работы 
никогда не пользовались этим методом».



Бессель внес много нового в методику градусного измерения как 
в геодезической, так и астрономической части работ. Он изгото.вил и 
применил базисный прибор, который носит его имя и который исполь­
зовали для базисных измерений до начала XX столетия и был вытес­
нен приборами Едерина.

Бессель весьма остроумно сочетал лучшие стороны базисных при­
боров известных тогда механиков Борда и Рейхенбаха. Подробное 
описание прибора, читатель найдет в главе о базисных измерениях; 
здесь отметим лишь его характерные особенности.

Прибор Бесселя, являясь концевым, построен по принципу биме­
таллизма: мерные жезлы состоят из двух полос — железной и цинко­
вой, свободно соединенных между собой, что дает возможность опреде­
лить температурные влияния на длины жезлов без измерения их темпе­
ратуры термометром. Правда, Бессель для исследовательских целей 
вделывал в жезлы ртутные термометры, но показаниями их не пользо­
вался для введения температурных поправок. Для измерения малых 
расстояний между жезлами при их укладывании по трассе базиса Бес­
сель употреблял специально изготовленный из хрусталя клин. Впослед­
ствии его стали называть мерным клином Б е с с е л я .  Прибором 
Бесселя в Германии были измерены многие базисы.

Исследования Брунса и Ферстера показали, что базисному прибору 
системы Бесселя присущи систематические ошибки.

Однако насколько в Германии высок был авторитет базисного 
прибора Бесселя, говорит следующий факт. Как известно, после того 
как в Европе нашел применение базисный прибор Едерина, в Германии 
также стали применять этот прибор. Чтобы убедиться в достоинствах 
прибора Едерина, в двадцатых годах немцы провели серию испытаний 
путем измерения базисов приборами Бесселя и Едерина, взяв за основу 
для сравнения результаты по прибору Бесселя.

Бессель прекрасно понимал трудности и значение базисных изме­
рений для триангуляции; главу своего труда о базисных измерениях 
он начинает словами: «Измерять с помощью данной единицы меры 
приведенное к поверхности моря расстояние между двумя пунктами,, 
которое должно служить основой для вычисления сети треугольников, 
представляет собой задачу, причинявшую много забот геодезистам и 
механикам почти при каждом новом применении ее на практике».

Исходя из этого, Бессель специально рассмотрел вопрос о базис­
ных сетях с тем, чтобы они, имея наименьшую длину базиса, дали наи­
больший коэффициент увеличения путем высокоточной угловой пере­
дачи. Для того времени было трудно измерить большие базисы. Базис 
Бесселя имел длину около 2 км, а выходная сторона — около 30 км.

Особую заботу Бессель проявлял о закреплении и долговечности 
базисов, поэтому он сооружал весьма солидные базисные центры, не 
в пример многим видным геодезистам 19 в., которые на это не обра­
щали внимания.

В измерение горизонтальных углов Бессель также внес кое-что 
новое. Он применил 15-дюймовый теодолит механика Эртеля с диамет­
ром лимба 38 см; собственно измерения он выполнял способом круго­
вых приемов. В это время в Германии углы измерялись главным обра­
зом по способу повторений; только в России и в Англии применяли 
способ круговых приемов. Бессель добился высокой точности в изме­
рении углов. По оценке Ф. Н. Красовского, средняя квадратическая 
ошибка йаправления из одного наблюдения составляла всего +  Г',3.

В качестве визирных целей на высоких сигналах при больших рас­
стояниях применялись высеребренные шары, на низких сигналах при



малых расстояниях — доски в два фута в квадрате, выкрашенные в 
белый цвет с черной полосой посередине, средняя линия которых сов­
падает с осью вращения досок, проходящей через центры сигналов. 
Гелиотропы также применялись в качестве визирных целей. Бессель 
с восторгом отзывается об этом изобретении Гаусса, называя его «не­
оценимым». При наблюдениях на шары учитывались поправки за фазы. 
Весьма тщательно выполнялись на пунктах приведения.

Пункты на местности обозначались главным образом колоннами, 
кирпичными или деревянными столбами. Специальных сигналов не 
сооружалось, а использовались главным образом местные предметы, 
которые приспосабливали для установки инструмента и визирных целей. 
Та строгая система построения сигналов, которая проводилась в рус­
ских работах, особенно в работах Теннера, здесь не применялась.

На пунктах триангуляции измерялись зенитные расстояния, но 
этому вопросу Бессель уделял мало внимания. Одновременно опреде­
лялся коэффициент земного преломления. По этому поводу Бессель 
пишет: «Так как на многих пунктах триангуляции мы могли видеть 
поверхность Балтийского моря, то могли определить значение коэффи­
циента рефракции на основании измерений зенитных расстояний гори­
зонта моря».

Одним из крупных достижений Бесселя в этой работе было при­
менение им нового способа совместного уравнивания триангуляции, 
т. е. объединение уравнивания на станции с уравниванием сети. Способ 
Бесселя — наиболее строгий, но громоздкий. Может быть, он при нали­
чии новых вычислительных средств окажется не таким громоздким, как 
это было при вычислении только по логарифмам. Говоря об уравни­
вании триангуляции, Бессель замечает: «.. .требуется найти общее 
решение задачи, как вычислить геодезические наблюдения. Такое реше­
ние должно удовлетворять двум требованиям, а именно: во-первых, 
следует так изменить или взаимно уравнять непосредственно произве­
денные наблюдения, чтобы они удовлетворяли допустимой сети тре­
угольников; во-вторых, следует определить эти изменения так, чтобы 
сумма квадратов их была наименьшей. Автор нашел решение этой 
задачи...». Теоретические основы этого способа изложены в первом 
приложении нашего сборника.

Большое значение имела разработка Бесселем астрономической 
части градусного измерения. До Бесселя пассажный инструмент не при­
менялся на пунктах триангуляции для определения широты, азимута и 
времени. Бессель впервые разработал методику применения пассаж­
ного инструмента для этой цели, которая затем была усовершенство­
вана Струве, особенно для определения широты, и применялась почти 
всюду до появления способа Талькотта.

Градусное измерение Бесселя перебросило мостик между западно­
европейскими и русскими измерениями. Впервые получилась значитель­
ная сеть градусных измерений, связанных между собой и пригодных 
для определения параметров земного сфероида, чем вскоре и занялся 
Бессель.

Соединение в 1833 г. русских триангуляций Теннера и прусских 
Бесселя показало высокое качество как русских, так и прусских изме­
рений.

В V III томе Записок Военно-топографического депо Теннер под­
робно излагает ход выполнения работ по соединению русских и прус­
ских триангуляций. Здесь же приводятся копии писем Бесселя по этому 
вопросу к Теннеру и Шуберту. В соответствии с заключенным усло­
вием одни и те же треугольники наблюдались русскими и прусскими 
геодезистами и затем вычислялись общие стороны путем передачи через



русские и прусские треугольники. Линейное расхождение получилось 
менее 200Voo (угловое менее (У'.З).

* *
*

Небольшая по объему работа, прославившая имя Бесселя среди 
геодезистов и астрономов 19 в., результаты которой до сих пор еще 
применяются в геодезических работах, — его исследования по выводу 
земного эллипсоида.

В некоторых учебниках по высшей геодезии указывается, что Бес­
сель впервые применил принцип способа наименьших квадратов к вы­
воду земного эллипсоида. Это исторически неправильно. До Бесселя 
эта задача по способу наименьших квадратов решалась по крайней 
мере трижды.

Первое применение способа квадратов к этой задаче принадлежит 
автору способа — Лежандру. Лежандр обработал для этой цели мате­
риалы градусного измерения Деламбра и Мешена. Правда, полученные 
им параметры земного сфероида оказались весьма грубыми, он получил 
сжатие 1:148. Все вычисления он выполнил правильно, но географиче­
ское расположение материала было такое, что другого результата 
нельзя было получить.

Второе применение способа для вывода параметров земного эллип­
соида принадлежит русскому астроному Вальбеку. В 1819 г. для реше­
ния задачи он обработал материалы европейских градусных измерений, 
приняв во внимание только конечные точки использованных им дуг. Он* 
получил а =  6 376 896, а =1:302,8. Параметры Вальбека применялись 
в геодезических работах в России.

Третий случай применения способа принадлежит Шмидту — уче­
нику Гаусса. В 1827 г., по совету Гаусса, Шмидт присовокупил к мате­
риалам Вальбека градусное измерение Гаусса и вывел следующие 
параметры эллипсоида: а =  6 376 959, а =  1:297,5. Однако впоследствии 
в использованных Шмидтом материалах были обнаружены ошибки.

Бессель следующим образом объясняет, почему он взялся за эту 
работу. «Я возвращаюсь к этому вопросу отчасти потому, что Шмидт 
пользовался некоторыми данными, которые мне кажутся неправиль­
ными, и отчасти потому, что мне стали известны еще три градусных 
измерения». Здесь речь идет прежде всего о части русской дуги Тен­
нера—Струве протяженностью в 8°2'29", о Датской дуге Шумахера 
в 1°ЗГ53" и дуге Бесселя в РЗО^Э". Как известно, последняя дуга 
стала связующим звеном между западноевропейскими и русскими ду­
гами. Кроме этих дуг, Бессель использовал: перуанскую — 3°7/; фран­
цузскую — 12°22'; английскую — 2°50'; ост-индийские дуги — 28°20' и 
шведскую — 1°37'. Всего дуг в 50°34'. Между собой были связаны 
только европейские дуги, но они составляют меньшую часть градусных 
измерений в выводе Бесселя.

Следует подчеркнуть очень важное обстоятельство: Бессель очень 
глубоко и всесторонне проанализировал использованный им материал. 
Этот критический разбор материала стал методом, которым впослед­
ствии широко пользовались Кларк, Гельмерт, Красовский и др. Как 
видно, географическое расположение дуг Бесселя представляет до­
вольно пеструю картину, что сильно сказалось на выводе большой 
полуоси эллипсоида.

Работа Бесселя была опубликована в 1837 г., но через четыре года, 
в 1841 г., была обнаружена значительная ошибка в выводе француз­
ской дуги. Бессель тщательно проверил по журналам наблюдений



материал измерений Араго и Био и затем произвел уравнивание и вы­
вод этой дуги. После этого в 1841 г. он пересоставил и вновь решил 
нормальные уравнения для определения параметров а и а. Результат 
второго вывода Бесселя был опубликован в журнале Шумахера 
(1841 г.) в статье: «Об ошибке в вычислении французского градусного 
измерения и о влиянии ее на определение фигуры Земли». Параметры 
эллипсоида Бесселя а — 6 377 397, а =299,15 периодически применяли 
в геодезических работах в России и в СССР (до 1940 г.), а в Герма­
нии (ФРГ) и некоторых других западноевропейских странах применя­
ются и до сих пор. По ним составлены многочисленные таблицы, 
астрономические и геодезические постоянные.

Только обширные исследования Ф. Н. Красовского и А. А. Изотова 
доказали, что большая полуось, по Бесселю, содержит для территории 
СССР ошибку порядка одного километра.

Несмотря на это, работа Бесселя по выводу параметров земного 
сфероида открыла главу в развитии высшей геодезии и создала школу 
критического анализа и оценки материалов градусных измерений. Без 
такого разбора, конечно, совершенно немыслимо ожидать хороших 
результатов. Лучшим представителем этой школы является Ф. Н. Кра- 
совский, проделавший огромную предварительную работу, прежде чем 
использовать обширные материалы мировых градусных измерений для 
вывода эллипсоидов, носящих его имя.

* *
*

Круг научных интересов Бесселя был довольно широким; он зани­
мался математикой и физикой, непосредственно связанной с астроно­
мией и геодезией. Особое место он уделил вопросам хранения, срав- 
нения и распространения единицы линейных мер. Следующие две 
статьи посвящены этой проблеме.

1. «Прусская единица длины и принятые меры для ее распростра­
нения».

2. «Влияние силы тяжести на фигуру железа, покоящегося на двух 
точках, расположенных на одинаковой высоте».

Последняя работа включена в наш сборник. Эти две статьи допол­
няют одна другую. В первой рассматривается вопрос о прусских линей* 
ных единицах на фоне исторического развития вопроса. Бессель вна­
чале замечает: «Всякий, кто подобно мне занимался точными измере­
ниями длины, как, например, длины секундного маятника или длины 
дуги на земной поверхности, замечал, что получение меры, лежащей в 
основе этих измерений, представляет собой трудности, причину которых 
нужно искать не в отсутствии некоторой исходной меры, а в недостатке 
способов получить с нее надежные копии». Далее приводятся резуль­
таты сравнения прусских мер с другими и обосновываются меры, при­
нятые для хранения, сравнения и распространения в деловой жизни 
принятой единицы.

Вторая статья представляет теоретическое исследование по вопросу
о выборе мест для подпорок мерных жезлов при их хранении и исполь­
зовании. Путем физического и математического анализа и выводов Бес­
сель в этом тончайшем исследовании устанавливает, что эти точки дол­
жны располагаться на расстоянии от концов в 0,22031 I, где / — длина 
мерного жезла. Они теперь в геодезии и метрологии известны как 
«Бесселевы точки».

Бессель выполнил ряд фундаментальных исследований: по опреде­
лению длины секундного маятника; по конструированию маятника
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симметричной формы с взаимно заменяющимися осями; исследовал 
влияние сопротивления среды на движение маятника и провел опыты 
по определению силы, с которой Земля притягивает тела, обладающие 
различными свойствами.

Барометрическому нивелированию посвящены три работы Бесселя: 
«Приведение показаний барометра к парижским мерам и к плотности 
ртути при 0°; «Об определении высот с помощью барометрического 
нивелирования» и «Замечания по вопросу о проведении барометриче­
ского нивелирования». Бессель дал формулу для определения высоты 
места барометрическим нивелированием, которая носит его имя.

Кроме этих работ, он интересовался вопросами существования 
атмосферы на Луне, Северным сиянием, блуждающими огнями, о влия­
нии плотности воздуха на ход часов и другими физическими явлениями.

Характерная особенность физических работ Бесселя в том, что они 
тесно связаны с астрономией и высшей геодезией.

* ^
*

Способ наименьших квадратов, возникший в самом начале прош­
лого столетия, как метод обработки результатов избыточного числа 
измерений, оказался научной областью, которая неослабно привлекает 
внимание геодезистов, астрономов, математиков, статистиков и многих 
других специалистов. Математическая стройность и практическая отра­
ботанность приемов вычислений способа наименьших квадратов яви­
лись результатом совместных и длительных усилий ученых различных 
областей, в первую очередь математиков, астрономов и геодезистов. 
Бессель, как астроном и геодезист, в этот вопрос внес свой особый 
вклад.

Гениальные научные обобщения Лежандра и Гаусса требовали 
эксперимента на большом числе наблюдений, которыми они не распо­
лагали. Бессель впервые исследовал действительное распределение 
случайных ошибок в больших рядах наблюдений. В 1818 г. в работе 
«Основы астрономии» он исследовал результаты длительных наблюдем 
ний 3222 звезд, включенных в его каталог фундаментальных звезд. По 
своим масштабам это одно из наиболее обширных исследований дей­
ствительного распределения случайных ошибок, и оно как бы обосно­
вало законы теории ошибок. В данном случае Бессель выполнил неко­
торую попутную работу, но обоснованием способа наименьших квад­
ратов он занялся в своих дальнейших исследованиях.

В специальном труде по способу «Untersuchung uber die Wahr- 
scheinlichkeit der Beobachtungsfehler“ (Исследование о действительной 
точности ошибок наблюдений) Бессель касается вопроса обоснования 
способа наименьших квадратов. Здесь он впервые рассматривает каж­
дую ошибку измерения как результат совместного действия множества 
элементарных ошибок. Этот подход применительно к геодезическим и 
астрономическим измерениям и наблюдениям полнее отражает природу 
случайных ошибок измерений. Ошибка любого измерения содержит 
ошибки всех возможных источников, например, инструментальных, 
внешних условий, личных, температурных и т. д. Указанное исследова­
ние Бесселя помещено в настоящем сборнике.

Работу Бесселя в этой постановке продолжил и развил его ученик 
Гаген, который, исходя из принципов Бесселя, изложил способ наи­
меньших квадратов в своем y4e6HHKe„Grundzuge Wahrscheinlichkeits- 
ruchung* (Основы исчисления вероятностей, 1837). Как учебник работа 
Гагена в Германии была первой.



Кроме того, Бессель вывел формулу

«=±/я-
где 5 — вероятнейшая ошибка, которую мы теперь употребляем весьма 
часто.

Второй крупной работой Бесселя по способу наименьших квадра­
тов и уравнительным вычислениям был раздел его труда „Grand- 
messung in Ostpeuccen“ по уравниванию триангуляционного ряда 
Трунц — Мемель.

До градусного измерения в Восточной Пруссии Гауссом был раз­
работан метод уравнивания условных измерений. Бессель рассмотрел 
более сложную задачу: уравнивание посредственных измерений, свя­
занных условиями. Он так поясняет постановку задачи: «Случай, кото­
рый разбирает Гаусс в своей превосходной статье «Добавления к тео­
рии комбинации наблюдений по этому вопросу, а именно, что все на­
правления определяются независимо одно от другого, не действителен 
в наших наблюдениях, потому что они производились при различных 
комбинациях направлений, которые надо было наблюдать».

Метод Бесселя заключается в том, что сначала уравниваются по* 
средственные измерения без учета условий, затем, на втором этапе 
уравнивания, учитываются условия. На первом этапе пользуются общим 
решением нормальных уравнений, которое применяется только при 
уравнивании посредственных измерений. Подход Бесселя к вопросу 
уравнивания может считаться предшественником современного метода 
двухгруппового уравнивания.

Теоретическое обоснование способа Бесселя довольно подробно 
изложено в прил. 1 настоящего тома и в 3 главе ,,Grandmessung#‘.

В дальнейшем Бессель еще несколько раз возвращался к задачам 
способа наименьших квадратов, но эти работы носят характер неболь­
ших заметок, как, например: „Ein Hilfsmittel zu Erleichterung der An- 
wendung der Methode der kleinste Quadrate".

* *
*

Решая астрономические и геодезические проблемы, Бессель, есте­
ственно, близко соприкасался с рядом задач прикладной и вычисли-* 
тельной математики. Хотя решения прикладных математических задач 
и часто математические исследования занимают сравнительно скром­
ное место в его работах, они все же настолько значительны, что дол­
жны быть кратко отмечены.

То, что мы теперь называем геодезией, во времена Бесселя назы­
валось «практической геометрией». В двух заметках под названием 
,,Uber eine Aufgabe der praktischen Geometrie“ (Об одной задаче прак­
тической геометрии) Бессель дает свое аналитическое и графическое 
решение задачи Потенота. Графическое решение под названием «Спо­
собы трех поворотов мензулы» хорошо известно и, как правило, в кур­
сах геодезии и топографии подробно изучается.

В исследованиях „Ober das Integral J и Untersuchung der durch

/ dx ausgedrOckten transcendenten Function" (Исследование 

интеграла J посредством трансцендентных функций) Бессель путем 

разложения In* в ряд выполняет интегрирование через логарифмиче­



ские и показательные функции с подробными вычислениями значения 
коэффициентов рядов.

В заметке „Beweis das Moiver'schen Satzen“ Бессель получил инте­
ресные выражения:

/ а  . а  \п
( cos — +  i sin — 1 =  cos а -1- 1 sin a;\ n n J

i —^ =  In (cos a ±  i sin a);

±  a i =  In (cos a +  i sin а) или /=±=ia — (cos a ± i  sin a).

Однако наибольшим достижением Бесселя в области высшей мате­
матики следует считать применение специальных цилиндрических функ­
ций к задачам небесной механики и анализа. В настоящее время эти 
функции известны под названием «Бесселевы функции». Они получа­
ются следующим образом:

cos (xsin ф) =  J0 (х) 4“ 2У2 (х) cos 2ср + 2У4 (л:) cos 4ср + • • • 
sin (л; cos ср) =  2J1 (л:) sin <р -f- 273 (л:) sin Зср +  2Уб (л;) sin 5ср +  • • • , 

причем

Л> (х) — (х) + 2Л (х) — 2Л (х) + ■ • • =  cos х,
2J1(x) — 2Js (x)-\-2J6(x) —  2J1{x)~\- . . • =sin.*;.

Функции /0, /ь / 2, /з • • • Jп задолго до Бесселя были открыты Эйле­
ром; французский математик Фурье их применил в теории теплоты,
называя их цилиндрическими гармониками. На этом основании неко­
торые авторы оспаривают справедливость присвоения им названия 
«Бесселевых». В науке нередко можно найти случаи, когда открытие 
продолжительное время остается незамеченным или его последствия не 
используются на практике и заслуга этого открытия присваивается 
тому, кто впервые применил и разработал методику этого применения. 
Заслуга Бесселя в данном вопросе заключается в том, что он эти функ­
ции применил к задачам небесной механики, разработав детали 
методики применения, и впервые составил специальные таблицы «Бес­
селевых функций». Бесселевым функциям посвящено много трудов и 
исследований.

Творческая научная деятельность Бесселя продолжалась свыше 
30 лет. За это время он сделал удивительно много в области астроно­
мии, геодезии, физики и математики. Кроме научных исследований, 
Бессель занимался педагогической деятельностью, был видным профес­
сором университета и читал популярные лекции по астрономии и гео­
дезии. Как профессор и директор обсерватории, он вырастил ряд вид­
ных астрономов, один из которых, Аргеландер, продолжительное время 
работал в России.

Бессель с большой доброжелательностью относился к России, к ее 
ученым; самым тесным образом сотрудничал с учеными Пулковской 
обсерватории, находясь в постоянной переписке с Струве и русскими 
геодезистами, в частности с Теннером и Шубертом. Русские и совет­
ские астрономы и геодезисты всегда высоко ценили и ценят большие 
научные заслуги Бесселя в области астрономии и геодезии.

В знак этого его портрет, фотокопия которого помещена в этом 
томе, наряду с портретами других великих астрономов помещен в гале­
рее Пулковской обсерватории, в круглом зале.

п In



Последние годы жизни Бесселя были весьма тяжелыми. В 1840 г., 
в возрасте 27 лет, умер его единственный сын, подававший большие 
надежды как архитектор. От этой утраты Бессель уже не смог опра­
виться, стал часто и тяжело болеть. Хотя временами наступали не­
большие улучшения, но болезнь (рак) продолжала развиваться, и он 
умер 17 марта 1846 г. в возрасте 63 лет.

Жизнь и деятельность Бесселя являются одним из ярких примеров 
преданности ученого науке, народу. Геодезические работы Бесселя 
всегда будут образцом научности и тщательности их выполнения, по­
этому они должны изучаться геодезистами СССР.

Г. В. Багратуни



Ueber Berechnung geodatischer Vermessungen

О вычислении геодезических измерений
Напечатано в журнале,,Astronomische Nachrichten“,T. I, № 3, стр. 33,

(Из письма к Шумахеру в декабре 182Ь г.)

Ваше требование — сообщить Вам мое мнение о вычислении широт 
и долгот вершин треугольников — я выполняю, не считаясь с тем об­
стоятельством, что если бы я мог повременить, то на досуге у меня 
представилась бы возможность подробнее развить свое мнение. Вы 
можете сами судить, что в моем письме представляется пригодным, и 
дополнить в нем недостающее.

Моя мысль такова, что следует отказаться от так называемых от­
стояний (Abstande) от меридиана и перпендикуляра к нему и не вы­
числять при этом широту и долготу вершины каждого треугольника. 
Бросается в глаза, что эти отстояния не то, чем они должны быть; они 
получаются из следующих формул:

x — s sin а — s' sin (а + я) +  s" sin (а -f- a +  a!) — • • •,
у  — s cos а — s' cos (a -j- a) + s" cos (a -f- a + a’) — • • • ,

где 5, s', s"y... — взаимно пересекающиеся стороны; a — азимут пер­
вой из них; а а, а\ а" , . . .  — углы между последующими сторонами, 
отсчитываемые всегда в одном направлении; например, если наблюда­
тель смотрит на север, то они отсчитываются слева направо. Чтобы 
представить себе геометрически, что выражают собой эти формулы, 
следует только вообразить, что стороны являются основаниями сфери* 
ческих треугольников; две другие стороны, которые будут дополне* 
ниями двух квадратов и образуют с основаниями углы:

а и 180° — а, 
a -f- а — 180° и 360е — а — а, 

а + а + а' — 360° и 540° — cl — а — а' 
и т. д.,

будут: одна сторона первого треугольника — меридианом; другая сов­
падет со стороной второго треугольника, а последующая — со сторо­
ной третьего треугольника и т.д.; х, т. е. отстояние от меридиана, равен 
сумме углов этого треугольника, противостоящих сторонам s, s', 5" ,...; 
у, т. е. отстояние от перпендикуляра к меридиану, равен сумме разно* 
стей между каждой из двух совпадающих сторон.

Если принять эти суммы за истинные отстояния от меридиана и 
перпендикуляра к нему, то вполне очевидно, что при этом получатся 
ошибки, возрастающие с увеличением страны, в которой производятся 
геодезические измерения, и от увеличения числа поворотов сети тре­



угольников, так что при тщательном выполнении самих работ и их 
вычислений ошибка становится недопустимой. Этих крупных ошибок 
можно избежать, если вместо так называемых прямоугольных коорди­
нат применять полярные расстояния различных пунктов от начального 
и углы между этими расстояниями; правильные полярные координаты 
вычислить столь же легко, сколь и неправильные прямоугольные коор­
динаты.

Сперва я буду считать Землю шаром и стороны s, s', s " ,.. . — 
дугами окружностей. Я предполагаю, что из вершины каждого угла 
проведены дуги больших кругов через начальный пункт геодезических 
работ и обозначу их через S, S', S " ,..., так что S соответствует первой 
дуге, a S', S " ,... — дугам второй, третьей и т. д. Углы их с меридиа­
ном, проходящим через начальный пункт, я обозначу через а, а', а " ,..., 
а углы между S' и s', S" и s" и т. д. — через Ь\ 6", следова­
тельно, углы между S' и s", S" и s'",... равны а' — Ь\ а" — 6" , . . . За­
дача заключается в том, чтобы найти S(n' и а(п). Но все S и а легко 
найти, применяя тригонометрические формулы, открытием которых 
Гаусс показал, что даже в самой сферической тригонометрии можно 
было найти кое-что и притом кое-что важное. Мы имеем:

sin S' sin y  (bf — а а') =  sin (S — s') cos ^  а ,

sin S' cos ~  (bf — а -f- =  sin ~  (S + s') sin a,

cos^- S' sin ̂ -(6' + а — а') =  cos^-(S — s') cos^- a,

cos S' cos -- (b' + a — a') =  sin ~  (S + s') sin a,

откуда находим S', 6', a'; затем следующий треугольник дает:

sin i-S"sin i- (6" — a'+  a") =  sin (S' — s") cos (a' — b'),

sin S" cos (6" — a' -f a") =  sin (5' + s") sin^-(a' — b'),

cos^-S" sin ̂ -(6" + a' — a") =  cos — s") cos^- (a' — b'),

cos^-S" cos + a' — a") =  cos ^-(S'-j-s")cos ~  (a' — b'),

откуда находим S", 6", <x"; таким же образом ведут вычисление от 
пункта к пункту при помощи сторон всей сети треугольников.

При высокой точности наблюдений мы весьма малым пожертвуем 
в строгости вычислений, если будем пользоваться прекрасной теоремой 
Лежандра, чтобы вычислять сферические треугольники, как прямо­
линейные. Если выразить сферический избыток различных треугольни­
ков в секундах, т. е.:

g' =  ц s' S sin а, 
s" =  jis" S'sin {p! - b ’X 
s~ =  |is,"S "s in 0z " - 6")

и т. д.,



то точные формулы можно преобразовать в следующие приближенные: 

S’ sini-(6' — а + а') =  (5 — 5') cos i-e' ^  ,

S' cos i- (ft' -  а + а') =  (S + s') sin г' ^  ,

!_(*' +  а _  а') =  90° -  1-а + ~  s',

5 "Sin (ft" — а' + а") =  (5' -  s") COS i- ^  а' -  ft' -  е"^ ,

5"C0S (ft" -  а' + а") =  (S' 4- s") sin (V  -  ft' -  е"^ .

+  а' _  а») =  90° ft') +  в"

И т. д.,
откуда мы по порядку найдем: S', a'; S", 6", а"; S'", 6"', а'"...

Это последнее вычисление производится почти столь же легко, 
сколь и вычисление обыкновенных координат; получающаяся при нем 
ошибка почти всегда неощутима, но если геодезические работы ведутся 
на таком большом пространстве, что теорема Лежандра становится 
уже непригодной для вычислений, то ничто не мешает для некоторых 
вершин треугольников выбрать новый исходный пункт; благодаря 
этому можно не брать слишком больших значений S, которые, быть 
может, будут вычисляться недостаточно точно при помощи обыкновен­
ных таблиц логарифмов.

Совершенная точность, которую при таком способе вычислений 
получаем для сферической формы Земли, несколько нарушается ее 
эллипсоидальной формой; конечно, это нарушение незначительное, и, 
как я знаю, на него до сего времени не обращали внимания; но если 
желательно полностью придерживаться правил вычисления геодезиче­
ских измерений, то не следует упускать из вида и это обстоятельство. 
Можно в дальнейшем исключить большую часть ошибки, если преобра-’ 
зовывать дуги окружности в длины сторон 5, s', 5 " , . . выраженные в 
туазах,* не при помощи среднего, а истинного радиуса кривизны

/ ? =  а ( 1 - е 2)
(1— е2 + е2 cos2 ф cos2 a) ]/ 1 — е2 sin2 ср *

где ср можно взять для середины стороны, а найденные значения 
S', S", S '" ,... вновь выразить в туазах при помощи радиусов кривизны, 
соответствующих этим линиям.

Если говорить со всей строгостью, то не существует способов наб- 
людения углов треугольников, расположенных на поверхности Земли; 
стороны этих треугольников представляют собой геодезические линии, 
а наблюдаются только углы между вертикальными сечениями эллип­
соида, проведенными от точки стояния инструмента до двух других 
вершин треугольника. Если А обозначает наблюденный азимут некото^ 
рого направления на пункт, вычисленный от точки севера, расстояние

* Туаз — французская единица длины до введения метра, равный 1,949 036 т.



до которого равно s, выраженное в дуговых единицах, то азимут гео­
дезической линии, проведенной через этот пункт, равен

а = А  — ~ cos ср sin а • |^1 — cos <Р cos а — ^2 tg^- s — sin <p

Теперь следует рассмотреть вопрос, какие поправки нужно внести 
в исправленные описанным выше способом углы, чтобы можно было 
вычислять сфероидический треугольник как сферический, подобно тому 
как, согласно теореме Лежандра, вычисляют сферические треугольники 
как плоские. Этим вопросом я до сих пор не занимался; отчасти за 
отсутствием свободного времени, отчасти по этой же причине я не 
пытался полностью исчерпать весь этот вопрос. Но легко видеть зара­
нее, что поправки будут очень малыми; поправка азимута, согласио 
приведенной выше формуле, для стороны длиной в 1° не достигает и 
О",03, а для стороны длиной 5° не будет равна и Г'. Как определять 
долготу и широту на основании St”* и а(п), я думаю, можно и не рас­
сматривать здесь, чтобы это письмо не стало слишком длинным.



Berechnung eines Dreiecks, dessen Seiten 
geodatische Linien sind

Вычисление треугольника, стороны которого 
геодезические линии

Напечатано в журнале „Astronomische Nachrichten'‘,T. 1 , № 6, стр. 85 

(Из письма, к Шумахеру 28 декабря 1821 г.)

Основы способа вычисления геодезических измерений, изложенные 
в моем предыдущем письме, по удобству применения их на практике 
не оставляют желать ничего лучшего, но они основаны на вычислении 
сферического треугольника, а потому нуждаются в некоторых поправ­
ках, которые, конечно, очень малы и обыкновенно совершенно не 
имеют значения, но все же не следует их обойти без рассмотрения; 
отчасти потому, что могут представиться случаи, когда потребуется 
очень большая точность при вычислениях; отчасти потому, что без зна­
ния их нельзя будет судить, какими величинами мы пренебрегаем. И 
без вычисления ясно, что предположение, будто поверхность Земли 
имеет форму шара, приводит к ошибке при вычислении треугольников; 
эта ошибка порядка произведения сжатия Земли на площадь треуголь­
ника или порядка произведения сжатия Земли на сферический избы­
ток; и если геодезические измерения ведутся на большом протяжении, 
как, например, производившиеся теперь от Гринвича до Зееберга, то 
этими ошибками нельзя пренебречь как несущественными, по крайней 
мере для углов, наблюденных с такой точностью, как это было в упомя­
нутых выше работах.

Поэтому я решил задачу, о которой упоминал в предыдущем 
письме, причем подробно исследовал вопрос, как надо вычислять тре­
угольник, стороны которого — геодезические линии. Я охотно сообщу 
Вам весь ход рассуждений, но сейчас я могу дать только результаты; 
полное же изложение вопроса больше подходит к особой небольшой 
статье, чем к письму (см. следующую статью).

Обозначим широты вершин сферического треугольника ABC через 
ср, ср', ср"; стороны его АВ, ВС, С А — через s, s'y s"\ противолежащие 
им углы — через я ,  я ' ,  я " ;  азимуты в пунктах В, С, А, наблюдаемые 
из пунктов А, В, С, — через а, а', а"; азимуты в пунктах А, В, С, наб­
людаемые из В, С, А, — через av а/, а/'. Эти азимуты отсчитываются 
от точки севера до точки севера всегда в одном направлении, т. е. от О 
до 360°, тогда

Я  =  а "  —  а ';  п ! =  а  —  а " ; я "  =  а '  —  а .

Затем предположим, что на поверхности шара, описанного радиу­
сом, равным экваториальному радиусу эллипсоида, нанесен треуголь­
ник, стороны которого равны сторонам сфероидического треугольника; 
углы же его не равны я, я', я", следовательно, будут от них отли­
чаться; обозначим их через я +  5я, п'-\-Ьп\ я"+^я". Если известны Ьп, 
Ъп\ Ьп", то можно привести к сферическим углам углы, образованные



геодезическими линиями, и с такими исправленными углами вычислять 
треугольник как сферический.

Выражения для Ьп, Ъп!у Ьп" я разложил в ряды с точностью до 
второй степени эксцентриситета; четвертые и высшие степени никогда 
не оказывают заметного влияния даже в случае, если стороны рас­
сматривать не как малые величины первого порядка. Я нашел, что

Ъ п! =  е1 ctg п" + k ctg п — cos2 9 ^sin п! • • sin a sin —

— cos2 ср (k ctg /2" sin2 а + ctg п sin2 а) +

+ cos29 — k cos sin а cos а —

— ^ 1  — —  k" cos sin a" cos a"J + sin (k sin a sin о —

— k" sin a" sin a")j ,

где а, а', а" равны J ,

sin a sin a cos a"

Ulf 0 0k" =  —--  ---:— 7- cos a.-кsin a" sin a'

Если рассматривать стороны как малые величины первого порядка, 
то четные первые члены выражения (а) будут второго порядка, а по­
следний член — третьего порядка; так как эти члены приходится умно­
жать на квадрат эксцентриситета, то в большинстве случаев можно не 
производить всего вычисления или ограничиться хотя бы самыми круп­
ными членами. В этом случае отбрасывают третий член и члены с выс­
шими степенями сторон, так что, как легко видеть, все выражение (а) 
становится чрезвычайно простым

Ь п! =  — ~  А е2 cos 2ср, (б)
о

где Д обозначает ~ aa"sin п' или площадь треугольника. Следователь­
но, нужно изменить углы между геодезическими линиями на такую 
легко вычисляемую величину, чтобы иметь возможность вычислять этот 
треугольник как сферический.

Сообщенное уже Вам недавно выражение для азимута геодезиче­
ской линии дает способ находить значения углов п, п\ п" на основании 
углов, полученных из наблюдений. Эти последние углы образованы в 
каждой вершине треугольника двумя вертикальными плоскостями, про- 
хрдящими через две другие вершины; если мы назовем их через v, v', v", 
то получим

n' =  V - l- e 2 cos2 ср | (l -  sin 2« -  ( l  -  - ^ r )  sin a"J +

+ e2 sin 2f |^2 tg i- 0 — sin a — (2 tg a" — o") sin a"J , (в)



или, если здесь также принимать во внимание только члены низших 
порядков, то

п' — v' — ̂ 2 e2cos2cp (a2 sin 2а — а"2 sin 2а"). (г)

Углы v, v', v" не получаются непосредственно из наблюдений, а 
тогда, когда из наблюденных углов вычисляют одну треть невязки тре­
угольника; углы в сфероидическом треугольнике всегда больше или 
меньше, чем в сферическом с одинаково равными сторонами, в зависи­
мости от того, широты, их больше или меньше 45°. Полученная из 
наблюдений сумма трех углов треугольника должна быть равна сумме 
углрв упомянутого сферического треугольника плюс

+ i- Д ё1 (cos 2ср +  cos 2ср' + cos 2ср"), (д)

откуда следует, если сравнить это выражение с формулой (б), что 
сумма углов между вертикальными сечениями равна сумме углов 
между геодезическими линиями.

Поэтому, если дана длина стороны треугольника, то правильное 
вычисление всей сети не представляет никаких затруднений — на осно­
вании наблюдений и по формуле (д) находят углы v, v', v", на осно- 
вании этих углов и при помощи формулы (г) находят истинные геоде­
зические углы. Последние, исправленные согласно формуле (б), слу­
жат для вычисления остальных сторон треугольника. Если не требуется 
точно определить сумму ошибок трех углов, то можно совершенно не 
производить вычислений по формулам (д) и (б), не ошибаясь при этом 
в величинах того порядка, который здесь нами принят. Тогда берут 
излишек суммы трех углов, полученных из наблюдений, над суммой 
трех сферических углов и вычитают его треть из каждого наблюдав­
шегося угла, уже исправленного по формуле (г). Но если приходится 
иметь дело с несколькими последовательно расположенными треуголь­
никами, то нужно с особой тщательностью вести вычисления по фор­
муле (б). Легко устранимо небольшое затруднение, заключающееся в 
том, что ни одной стороны треугольника нельзя измерить как геодези­
ческую линию. Легко видеть, что различие расстояний между двумя 
точками, измеренных по геодезической линии и по вертикальному сече­
нию, должно быть умножено на биквадрат эксцентриситета и сверх 
того на множитель пятого порядка стороны. Поэтому базис можно 
принять, без дальнейших поправок, за геодезическую линию.

От точности, с которой измеряются углы, зависит, необходимо ли 
вычислять сеть треугольников описанным выше способом. Я думаю, 
что всегда достаточно вести вычисления чисто сферических треугольни­
ков. Но если геодезические измерения простираются на очень большое 
пространство, и поэтому расстояния различных вершин треугольников 
от начального пункта следует рассматривать как геодезические линии, 
то уже, пожалуй, необходимо принять мои формулы. Во всяком случае, 
как я писал Вам и говорю сейчас, здесь дело идет о способе правиль­
ного определения тех деталей из вычислений, на основании которых 
наш Туне -Tuhne, Tentamen circa trignometriam spha roidicam, Hafniae. 
1815 — (Попытка изложения сфероидической тригонометрии, Копен­
гаген) и другие обосновали с большой точностью правила для вычис­
ления географических долготы и широты. Описанный мною способ 
вычислений чрезвычайно прост и кажется мне удобнее, чем некоторые 
другие применяющиеся приемы вычислений, из которых самым неприят­
ным для меня является способ хорд.



Ueber die Berechnung der geographischen 
Langen und Breiten aus geodatischen Vermessungen

О вычислении географических* долгот 
и широт по геодезическим измерениям

(Напечатано в журнале „Astronomische Nachrichten'*, т. 4, № 86.)

1

Задача: по заданной широте пункта А, по измеренному вдоль гео­
дезической линии расстоянию от этого пункта до другого пункта В и 
по углу, образуемому этой линией с меридианом, проходящим через 
пункт А, найти широту второго пункта, его разность долгот с первым, 
а также угол геодезической линии с меридианом, проходящим через 
второй пункт. Эта задача имеет весьма широкое применение, так что 
я нашел полезным опубликовать составленные мною таблицы для об­
легчения вычислений. Я уже показал в № 3 и 6 журнала,,Astronomische 
Nachrichten'* (см. предыдущие две статьи), как следует вести вычисле­
ния геодезических измерений, чтобы при этом расстояния всех пунктов 
от основного пункта получались измеренными по геодезическим ли* 
ниям, а азимуты — вычисленными для этих линий.

Мои таблицы отличаются по своему расположению от других 
известных таблиц, предназначенных для этой же цели; получаемые при 
помощи этих таблиц результаты не вполне совпадают с результатами 
от применения способа вычислений Dusejour’a, так как в последних 
расстояния и азимуты не относятся к геодезическим линиям. Чтобы 
яснее показать это, я полностью приведу весь ход выводов в тех слу­
чаях, где это имеет значение, причем изложу вкратце основные свойства 
геодезических линий на сфероиде; я даже позволю себе повторяться 
на уже известных вопросах.

2

Пусть 2 пункта Л и В на поверхности сфероида соединены кривой 
линией, проведенной согласно некоторому закону, и на этой кривой 
взяты две бесконечно близкие точки, географические широты которых 
ср и ср-М ср и географические долготы w и w-J-dw (к востоку — поло­
жительные, а к западу — отрицательные), расстояние между этими 
точками равно ds; угол, который образует с меридианом проходящая 
через пункт А часть кривой (считается вправо от точки севера, от О 
до 360°), равен а; радиус параллели равен г и радиус кривизны мери­
диана — R, тогда мы получим:

* Бессель здесь и дальше вместо термина «геодезических широт, долгот» упот­
ребляет термин «географические;*.



откуда следует

ds =  }r R2 dy2A- г2 dw2

или, если для краткости принять ^  =  р и R2p2-\-r2= U , то можно 
написать

ds =  U dw.
Расстояние между пунктами Л и Б, измеренное по кривой линии, 

будет поэтому равно

s =  f  U dw,

где интеграл взят в пределах от А до В. Если кривая должна быть 
геодезической линией, кратчайшей линией, то необходимо принять та­
кой закон для ее проведения, т. е. такое соотношение между ф и ш ,  
чтобы этот интеграл получил наименьшее значение, но, если вместо 
такого соотношения между ср и w, которое приводит к указанному 
выше результату, возьмем другое, в котором тому же самому значению 
w отвечает не ср, a cp-f-z, где z — произвольная функция от w, превра­
щающаяся в нуль в пунктах А и В, так как через эти пункты должны 
проходить все кривые, то значение

s '=  J  Uf dw

должно быть больше s для всякого значения z.
Но по теореме Тейлора имеем:

и отсюда

s-s+/ d j j ) zdw+ j ( ^ ) dz+ " •
где выписаны члены порядка z и отброшены члены высших порядков, 
следовательно, выражение

f ( ^ ) z d w + ■ 

не должно иметь отрицательного значения, какую бы функцию для z 
мы ни выбрали бы. Так как это предположение имеет место и при 
противоположных допущениях для z и —z и мы имеем право брать z 
настолько малым, что члены первого порядка будут больше суммы 
остальных членов, помимо тех случаев, когда они превратятся в нуль, 
то отсюда следует, что минимум интеграла может получиться только 
тогда, когда члены первого порядка превратятся в нуль; следовательно, 
условием существования минимума будет

dU \ , , i '/d U



если второй член интегрировать по частям

z

и вспомнить, что z превращается в нуль для обоих пределов нашего 
интеграла, то получим

Так как этот интеграл должен превращаться в нуль для любых 
значений z, то получается уравнение

это выражение представляет собой известное свойство геодезических 
линий.

Следовательно, если азимут геодезической линии в пункте А обо­
значить через а', а расстояние этого пункта от оси вращения через г' 
то получим

Если обозначить через а наибольшее расстояние поверхности сфе­
роида от оси вращения, то г и г' будут меньше, по крайней мере не 
больше а, и можно принять:

г' =  a cos и'; r = a  cos и, 
поэтому уравнение (2) будет иметь форму

Это уравнение представляет собой известное соотношение между 
двумя сторонами сферического треугольника 90°— и' и 90° — и и про­
тиволежащими им углами 360°— а и а'. Третья сторона того же сфери­
ческого треугольника и противолежащий ей угол, которые я буду обо­

или, умножив его на ~  =  р, получим

откуда интеграл равен

Если для U принять его выражение

то получим

const = -- ______  — =  г sin а;

/  sin (а' + 180°) =  г sin а
или

г'sin о! =  — г sin а. (2)

3

cos м' sin а' =  — cos и sin а. (3)



значать через а и а), если ввести их в вычисление, дадут изящные вьь 
ражения для связанных между собой изменений величин s, и и т.

На основании известных дифференциальных формул сферической 
тригонометрии мы имеем:

du =  — cos <x,*da,
cos и d (д — — sin a -do;

если подставить их в уравнения ( 1 ), то, выразив в нем г через иА 
получим:

, sin и .
as =  а —-- • a a

dw~

smcp 
sin и
sin ср

• d i d

(4)

Теперь я буду принимать, что земной меридиан имеет форму 
эллипса и его большую полуось буду обозначать через а, малую полу­
ось — через Ь и эксцентриситет — через е. Дифференцируем уравне­
ние эллипса, отнесенное к его центру и главным осям,

*•2 д/2
1 —  —  4 -  —  

а2 ^  Ь2

и заменим — ctg ср через ~  , тогда получим

п_ х sin ср j/coscp
V - "о Ь2 *

Решая совместно эти два уравнения, находим
a cos ф

у 1 —е2 sin2 ср
Это значение х соответствует нашему значению г, а следовательно, 

оно равно a cos и, откуда получаем:

. .   cosy . cos и \f 1 — е2cos и — о - о  • cos ср =  ■ >. ■ ;
у  l- e 2sin2cp Y jA l- ^ c o s 2 и

_  sin ср • sin иsin и — — ; sin ср —1 sin2ф ’ j ^ i —e9cos2u'

tg U— 1 — e2tgr, tgtp
у  1 — e2

sin и
sin ф jA 1 — e*2 cos2 u.

Подставим эти значения в выражения для дифференциалов (4)% 
тогда получим для сфероида:

ds =  a ]/ 1 — е2 cos2 и • do )
| • (5)

dw =  у 1 — в2 cos2 и • d со



(6)

(7)

(8)

Чтобы интегрировать первый из этих дифференциалов, я преобра­
зую три уравнения между и\ и, а', а и а,

sin и =  sin и' cos о + cos а' Sin а cos а' 
cos и cos а =  sin и! sin а — cos и! cos а cos а' 
cos и sin а =  — cos и' sin а' 

введя в них вспомогательные углы т  и М, определяемые по формулам:
sin гг'=  cos/я sin 

cos и! cos а! — cos т  cos М 
cos и! sin а' =  sin т  

Наши формулы примут тогда вид:
sin и =  cos т  sin (М + о) 

cos и cos а =  — cos т  cos (М + о) 
cos и sin а =  — sin т  

На основании их получают:
cos2 и =  1 cos2 т  sin2 (М + <*)

и
ds =  а |А 1 — е2 + е2 cos2 т  sin2 (М +  а) • d а. (9)

Интегрирование этого дифференциала, зависящего от эллиптиче­
ских трансцендентных функций, дано в курсе Лежандра „Exercices du 
Calcul integral" (упражнения по интегральному исчислению). Но, по- 
видимому, самым полным или гибким средством для вычисления этого
Трансцендентного выражения служит разложение его в ряд, который
быстро сходится при малых величинах е2 и является наиболее удобным 
способом. Легче всего достигнуть этого, если разложить подкоренную 
величину на два мнимых множителя:

ds =  а{]г \ — ё2 sin2 1 — е2} {l — е с2* ( ^ + а) {1 —

_ e£r-2/(Af+a)jr;da| 

где с — основание натуральных логарифмов, i — \r — 1 и

]/ 1 — е2 sinJ /77 — 7/ 1
7 Т

Положив здесь
ecos т
j/i-

е2 sin2/га+|/ 1 — е2 

tg £ ,

получим
1

ds =  a y ^  1 — е2
cos2 — Е 

cos Е
V I  — е с11 <м+а) V 1 —е с 2г (м+°) • d а.



Разложив оба множителя, находящиеся под знаком корня, в бео 
конечные ряды и перемножив их, получим

cos2 Е
ds =  a y  1 — е2 -р -  {А — 2В cos 2 (М -f- с) —

COS JUt

— 2 С cos 4 (М +  а) — 2D  cos 6 (Ж + а) — . • • } d а, 
где Л, В, С обозначают следующие бесконечные ряды:

^■+а)‘-+(й)!-+(ет)̂ +
1 1.1 1 3 1.1.3 1.1 в 1.1.3.5 1.1.3 7
2 е 2.4'2  е 2.4.6’ 2.4е 2.4.6.8 ‘ 2.4.6е

1.1 0 1.1.3 1 , 1.1.3.5 1.1 1.1.3.5.7 1.1.3С =
2.4 2.4.6 2 2.4.6.8 2.4 2.4.6.8.10 2.4.6

Интеграл этого дифференциала, вычисленный, принимая за нижний 
предел значение а =  0, будет равен

cos2^- Е
s =  b g  \а  ст — 2В cos (2М -f- <j) sin а —

— |-Ccos(4M+ 2 o)sin2o — |-£>cos(6Af + 3a)sin З а — . • -J. ( IO)

6

Этот ряд дает расстояние s от пунктов А до В, выраженное че< 
рез и\ а' и а; если же 5 и а' известны из геодезических измерений* 
а и' определена как широта пункта А, то а находят решением привел 
денных выше трансцендентных уравнений. Широту пункта В и азимут 
геодезической линии в этом пункте находят тогда по формуле (8), 
Решение трансцендентного уравнения может быть выполнено при обра­
щении ряда ( 10) или последовательными приближениями, но послед­
ний путь наиболее удобен, особенно если пользоваться таблицами, о 
которых я говорил. Я полагаю, что

о =  ~ s  + pcos(2jW + a)sina-f y(4Af -f-2a) sin 2a + • • (11)

где
648 000 cos E 1

Я _  *  ’ A ’cos2 2 E

648 000 2-B

r =  

8 =

я A 

648 000 С
к A ’ 

648 000 2-D
3-A

и т. д.



Таблицы содержат логарифмы величин а, р, у и расположены так, 
что аргумент их равен

- в cos т

lg i7T=?-
Благодаря такому расположению они получают ту выгоду, что 

числа в таблице для lg [3 увеличиваются на величину, очень близкую 
к удвоенной разности аргументов, а в таблице lgy — к учетверенной 
разности аргументов, чем очень облегчается употребление таблиц.

Если взять ^  за первое приближенное значение величин а и под­
ставить его во второй член, тогда получится второе приближенное 
значение, при помощи которого можно вновь вычислить второй член и 
прибавить к нему третий. Схождение ряда так велико, что, если даже 
принять аргумент равным 9,1 (такое значение аргумента требовалось
бы только для сжатия больше y^g), приближение никогда не пришлось
бы вычислять дальше уже приведенных пределов, причем ошибка зна­
чения а не превосходила бы 0",001. Член, зависящий от величины 5 
для этого значения аргумента, равен только 0",0001.
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Таблица для lga составлена с 8 десятичными знаками; ошибка в 
половину единицы последнего десятичного знака получается впервые 
для ст= 12°4', или для расстояния, равного приблизительно 700 000 туа- 
зов (около 1360 км), когда ошибка в 0",0005 соответствует 0,008 туаза 
(около 15 км). Если вычисление вести с тем же значением а по таб­
лице для lg Р и при этом пользоваться всеми десятичными знаками, 
с которыми она дана, то такая точность получится для еще меньшей 
величины; так как получать большую точность, по-видимому, не пред­
ставляет никакого интереса, если точность таблиц превосходит уже 
точность геодезических измерений, то было бы бесполезно вести вы­
числения более чем с 8 десятичными знаками; поэтому таблицу для 
lgP я дал только в конце с 6 десятичными знаками, а в начале ее от­
брасывал столько десятичных знаков, чтобы обеспечить точность ре­
зультатов до 0",0005. Третий член для данного значения а даже в самом 
конце таблицы никогда не бывает больше 0",17; поэтому таблицу lgY 
я дал только с тремя десятичными знаками. Следовательно, таблицы 
для расстояний, не превышающих 700 000 туазов, дают точность до 
одной тысячной секунды, и даже, если расстояние простирается на 
длину земного квадранта, таблицы обеспечивают точность до одной 
сотой доли секунды.
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Чтобы пояснить применение таблиц примером, я принял положе­
ния Дюнкирхена относительно Зееберга, на основании данных гене­
рала Мюфлинга, полученных из его обширных геодезических работ, 
'опубликованных в № 27 Astronomische Nachrichten, а именно:

lgs =  5.478 303 14, 
а =  274°21'3",18; 

широту обсерватории Зееберга я принял

<р' =  50°56'6",7, lg Ь =  6.513 354 64, \ge =  8.905 4355.



На основании формулы tg и '=  \/ 1 — e2tg9' находим:

lgtg?' =  0.090 626 65

lg j' 1 — ga =  9.998 59060
lg tg и! =  0.089 217 25; и’ =  50°50'39",057.

На основании и' и а' получаем М, cos m и sin т :

lg sin и '=  9.889 54351 
lg cos и! =  9.800 326 27 
lg- cos a' =  8.880 037 33 
lg sin a' =  9.998 746 62„ 

lg cos m sin M =  9.889 543 51 
lg cos m cos M =  8.680 363 60 

lg sin M =  9.799 072 89я

M — 86°27' 53",949; 2Ж=172055'47",9 
4M=345 51 36

lg cos m =  9.890 370 63

Аргумент таблиц равен lg e— : cos m:
V 1— e2

lg r  6 =8.906845
1— e2

lg cos m — 8.890 371

Аргумент =8.797 216*

При помощи этого аргумента берут из таблиц lg а и затем вычис* 
ляют у  s

lg a =  5.313 998 93 
допол. lg b — 3.486 645 36 

lg 5 =  5.478 303 14

lg s =  4.278 947 43; %■ s =  5° 16'48",482.b b

Принимая это значение за первое приближение величины а, нахо­
дим второе приближение, прибавляя к этой величине первый член 
ряда ( 1 1 )

lg p =  2.305 95 
lg cos (2М + a) =  9.999 79л 

lg sin a =  8.963 91

1.269 65л=  — 18",61

* При интерполировании lga и lgp Бессель принимал во внимание разности 
высших порядков (Прим. ред.).



Более точное вычисление этого члена при помощи второго прибли­
жения а =  5°16'29'/,9, а также третьего приближения дает:

lg£ =  2.305 95 
lg cos (2 М + а) =  9.999 79„ 

lg Sin а =  8.963 48

1.269 22„ =  — 18",587

lg Y =  8.395 
lg cos (4М + 2 а) =  9.999 

lg 2 о — 9.263

7.657 =  +  0",005
Следовательно, мы получаем ст= 5°16'29",899, и, наконец, а, и и <р 

получаются из формул (8):

М + а =  91°44'23",848 
lg sin (М + о) =  9.999 799 71 
lg cos (М + о) =  8.482 349 32„ 

lg cos т  =  9.890 370 63 
lg sin т  =  9.799 072 89„ 

lg sin и — 9.890 170 34 
lg cos « cos a =  8.372 719 95 
lg cos и sin a =  9.799 072 89 

a =  87°51'15",523

lg cos и =  9.799 377 50 
lg tgM =  0.090 792 84 

допол. lg 1 — ё* =  0.001 409 40

lg tg <o =  0.092 202 24; <p =  51°2'12",719.

В этом примере я производил тригонометрические вычисления с
8 десятичными знаками, потому что даже при этом приближении а и ср 
получают меньшую точность, чем таблицы обеспечивают для логариф­
мов я., р, у. Если же хотят пользоваться общеупотребительными таб­
лицами логарифмов с 7 десятичными знаками, то в наших таблицах 
для логарифмов а, р и у можно отбросить последние десятичные 
знаки.
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Остается еще найти разность долгот w интегрированием дифферен­
циала (5)

dw — }r l —e2cos2и d о>.

Но этот интеграл имеет две различные постоянные величины т  и е, 
которые нельзя объединять в одну, так что при строгом решении этой 
задачи не представляется возможным составить такие таблицы, кото­
рые были бы пригодны для всех значений е. Но все же этого можно



достигнуть, если ограничиться практически необходимой точностью 
решения.

Положим

dw — diss — (1 — У 1—e2cos2и rfco)

и во втором члене этого выражения примем, что d to равно

, sin a' cos и' ,
а ы = ---- к---d °>cos2 и

тогда, произведя интегрирование, получим

•S'-
w =  v> — sin a' cos и' I 1__У^.\__ g2cos2u d •z.

cos2 и

Положив затем

2___V-l__g2cos2  ̂— ^ (1  -(- e2pcos2tt)?(l + j /) ,
cos2 и 2

получим

2 (1 — у 1 —e2cos2 и) _  
e2 cos2 и (1 e2p cos2 a)’

1 1 5  1 4- — e2 cos2 u 4- 7Г cos4 й + тге6 cos6 и +  ■ 4 8 64

1 + qpe2cos2и + ^  ^ — p2 e4 cos4 a +  —-- — ^-p3e6cos6«-j—

Три первых члена знаменателя этого выражения равны трем пер* 
вым членам его числителя, если положить

3 1
Р — 4 ’ У з

тогда получим

1 1 5  
1 + — ё* COS2 И + H"^4cos4 и +  FT б6 cos6 и + • • •

- , 4 о Ь4
1 +.у = --------------------------------------- =1 1 7

1 4- -г- е2 cos2 и + в- е4 cos4 в+ тте6 cos6 и + • • •4 8 96

=  1 + I^2”e6cos6u+ - •

откуда вытекает, что если отбросить у, то получим ошибку порядка
только е8. Наибольшее влияние этой ошибки на w равно щ  е8 а, и
поэтому она станет совершенно неощутимой, если при геодезических 
работах, простирающихся даже на очень большое пространство, вычис* 
лять их десятизначными таблицами логарифмов.

Следовательно, на практике можно принять, что у — 0, и затем 
составить таблицу интегралов для каждого значения.



На основании этого замечания имеем
d аw =  ш — — sin т

■ ■ ....../ у ^

а) — — sin т
’ ^  1 — е2 + е2 cos2 т  sin2 (М + о) 

Если положить
,  /  3" е I /  — cosт

1 е р = — J7 4

*1

tg2 i- £ ' =  e',

то интеграл во втором члене преобразится в
d а

/| /  1 -|- е2 Y l  + tg2£'sin2(Af +  a)

и после разложения его на два мнимых множителя получим

/
3-

~  ' {1 — ■<;и<'и + ”)} _ г {1 _ , ' с- 2‘ <Л,+ "П "г <г„.

у  '
Разлагая мнимые множители в бесконечные ряды, получаем:

2 J  [a' + 2p'cos2 (M + a) + 2Y'cos4(/M+o)+...]rfa3 г

V ' - А 6*
где

= 5-V d -  «? { '+ ( I -)1 • '+ ( ^ ) v  + "  •} •

? =  У (Г ^ ? ? { г •' + ^  У ’ + • 3̂ « Л + • ••}.

» _  1 ЗАтт---^П-4 , , 1-4.7 1 ,4 , 1.4.7.10 1.4 7 , ]
Y — 2 I е) |з.б е + 3.6.9 ‘ 3 6 + 3.6.9.12 ' 3.6 е /

и т. д.
Интеграл, вычисленный в пределах от а — 0 до a =  a , будет по­

этому равен
е2 sin т  . , Q, ,п1. . , , .

11' =  to-з г  =  {a о + р cos (2/И + <т) sin а -(-

V '-г**
-f Y' cos (4/И -f- 2а) sin 2 о Н-- }.



Два первых коэффициента этого ряда помещены в 4 и 5 столбцах 
таблиц; аргумент их равен

lgel / r
---- ------rcos т.

v 1 3 21 — — е2
4

Точность их такая же, как и предыдущих столбцов таблиц. Сле­
довательно, вычисляют со, пользуясь сферическим треугольником (§ 3) 
по формулам

sin a sin а' — sin о sift а sin а sin тsin 0) = -------- = ---- ;--7--- = -------- 7,
cos и sin и cos и cos и

или

sin — cos]у (а '-и )
tgK-® = ---;-------tg^-(a' + a) =  --- -------- igy- (а' — а);

cosi-(u' + «) sini-(a' +  a)

поправку для w берут по таблицам.
После этих предварительных замечаний я буду продолжать вычис­

ление примера, приведенного в § 8, чтобы определить разность долгот 
Дюнкирхена и Зееберга

lg sin a =  8.963 483 83
— lg sin a =  9.999 695 39„ 

допол. lg cos uf — 0.199 673 73

lg sin a) =  9.162 852 95„; o> =  — 8°21'57",741. 
Аргумент двух последних столбцов таблиц равен

cos т:

Аргумент =8.734 393 

lg a' =  9.698 757 lg =  1.703

— lg sin m =  9.799 073 — lg sin m =  9.799

lg -Гr - ' .  =7.811575 lg - r7=£ _  =  7.812

l / ' - r * ’ V ' - T *



ig q =  4,278 523 

1.587 928 
+  38",719

lg cos (2M -f- s) si n 3 =  8.963„ 

8.277„ 
—0",019.

Следовательно, сумма обоих членов равна +38",700, и искомая 
разность долгот равна

w =  — 8С2Г19",041.

Объяснение, приведенное по поводу моих таблиц, показывает, что 
высшие степени эксцентриситета вовсе не отбрасываются, и они дают 
результат настолько точный, насколько позволяет число десятичных 
знаков в них. Вычисление, которое дает такие результаты, именно та­
кое, какое надо вести, если считать Землю сферической, и к этому сфе­
рическому вычислению добавляются поправки за эксцентриситет Земли 
только при решении уравнения (11) и вычислении ряда (12). Так как 
это вычисление, даже при частом его повторении, достаточно удобно, 
то мне казалось излишним пользоваться приближенными вычислениями, 
которые могли бы применяться в тех случаях, когда геодезические' 
работы производятся на небольшом пространстве.
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Ueber den Einfluss der Unregelmassigkeiten der Figur 
der Erde auf geodatische Arbeiten und ihre Vergleichung 

mit den astronomischen Bestimmungen

О влиянии неправильной фигуры земли на 
геодезические работы и сравнение последних 

с астрономическими определениями

Напечатано в журнале „Astronomische Nachrichten“, т. 14, № 329—331,
1837, стр. 269.

Произведенные до сего времени измерения дуг меридианов, выпол­
ненные при допущении, что Земля имеет форму сфероида, не могут 
быть согласованы в пределах собственной точности определения их и 
не оставляют сомнения в существовании двух различных фигур такого 
рода; но, по-видимому, они показывают, согласно различным сообра­
жениям, что можно найти сфероид такого рода, от поверхности кото­
рого поверхность Земли отклоняется настолько незначительно, что угол 
между нормалями, проведенными к обеим поверхностям, можно рас- 
сматривать как малую величину, квадрат которой следует считать бес­
конечно малым. Здесь я имею в виду найти связи, в каких эти малые 
отклонения обеих поверхностей, называемые мною неправильностями* 
(Unregelmassigkeit) фигуры Земли, определяются из результатов геодези­
ческих и астрономических работ.

Существует важное различие между физической и геометрической 
фигурой Земли. Первая непосредственно соответствует твердой и вод­
ной поверхностям Земли и испытывает небольшие периодические изме­
нения вследствие морских приливов и отливов, а также изменения, 
которые могут происходить с ее твердой поверхностью на более или 
менее значительном пространстве, в течение более короткого или дли­
тельного времени при подъемах или опусканиях ее поверхности. Вторая 
поверхность пересекает под прямым углом равнодействующую направ­
лений сил притяжения, исходящих от всех отдельных частиц Земли, 
совместно с соответствующей им скоростью вращения, зависящей от 
центробежной силы. Этого условия достаточно, но только для опреде­
ления какой-то одной поверхности, покрытой жидкостью, находящейся 
в равновесии; нужно еще определить, какая из этих поверхностей дол­
жна считаться геометрической поверхностью Земли. Выбор ее в дей­
ствительности должен оставаться произвольным, если его не ограничи­
вают некоторые посторонние условия, например, если бы Земля была 
твердым телом и не имела морей. Но так как у нее есть моря, то, со­

* Такие «неправильности» в современной литературе называют волнами геоида 
(см. Ф. Н. Красовский. Руководство по высшей геодезии. Ч. II, стр. 298. Прим. ред.).



гласно требованиям природы, за поверхность Земли, соответствующую 
указанным условиям, следует взять такую, часть которой представляет 
собой поверхность моря. Следовательно, воображают Землю, пересе­
ченную сетью каналов, соединяющихся с морем и заполненных им; 
поэтому поверхность спокойной воды в них совпадает с геометриче­
ской поверхностью Земли.

Видимые неправильности физической поверхности Земли, следова­
тельно, отнюдь не принадлежат к ее геометрической поверхности, но 
так как они тоже производят неравномерное распределение масс, то 
они имеют косвенное влияние на последнюю, вследствие чего произво­
дят притяжение, которое отсутствовало бы без их существования. Не­
правильности распределения масс внутри Земли также производят 
неправильности ее геометрической формы. Взятые вместе все притяже­
ния совместно с центробежной силой и образуют ту самую поверх­
ность, на которой производятся геодезические работы. Гаусс в своем 
труде о разности широт обсерваторий Геттингена и Альтоны не только 
ясно высказал правильное понятие о том, какую должна иметь форму 
фигура Земли, но и отметил, что все видимое нами выше этой фигуры 
или что мы можем считать распространяющимся до известной глубины 
ниже ее, т. е. неправильности ее формы и плотности, которые геодези­
ческими работами установлены как несомненные неправильности гео­
метрической поверхности Земли, являются не только не чуждыми ей, 
но даже заставляют удивляться, почему они не имеют еще большей 
величины.

Если внутренность Земли жидкая и частицы жидкости в зависи­
мости от времени меняют свое расположение, то вследствие этого дол­
жны получаться изменения геометрической поверхности Земли даже 
в том случае, если ее физическая поверхность остается неизменной. 
Эти изменения обнаруживаются в изменениях широты обсерваторий и 
в высоте уровня моря у его берегов. Но если одни из этих величин 
изменяются, а другие остаются постоянными, то мы с несомненностью 
можем заключить, что физическая поверхность Земли испытывает изме­
нения. Впрочем, такое изменение в благоприятных случаях может под­
твердиться на основании изучения этой поверхности.

Различие между физической и геометрической поверхностями 
Земли, быть может, наиболее наглядно представляется при исследова­
нии случая, когда Земля рассматривается как твердый и однородный 
шар. В этом случае сила притяжения во всех точках была бы направ­
лена к центру Земли, но равнодействующая всех этих сил и центро­
бежной силы, величину которой на экваторе мы обозначим через а, 
преобразует широту ср некоторого пункта на земной поверхности в 
срх =  ср + a cos ср sin ср, откуда легко вывести, что измерение градуса 
меридиана, если оно произведено на поверхности твердого шара, пред­
ставит этот шар в виде сфероида, сжатие которого равно |~а =  ̂ ;
если измерения произведены от полюса и они выполнены не по физи­
ческой, а по геометрической поверхности, то шарообразную Землю они 
позволят представить в виде эллиптического сфероида, сжатие кото­
рого равноi-a =  g^g. Но ошибки такого рода при определении фигуры
Земли не могут получиться, если ее поверхность принять такой, на 
которой соединенные с морем воды будут находиться в равновесии.

О природе неправильностей геометрической поверхности Земли в 
настоящее время известно только то, что углы между направлениями 
нормалей к ней, при переходе от одного конечного пункта градусного 
измерения к другому или к астрономически определенным промежуточ­



ным пунктам, часто на несколько секунд отличаются от углов, которые 
получились при таком же приведении их к поверхности сфероида. 
Такое явление бывает при наблюдении как широт, так и азимутов. Но 
<если бы только первый из этих двух способов сравнения привел к 
такому результату, то все же можно было бы не сомневаться, что не­
правильности обнаруживаются как в кривизне меридианов, так и в 
кривизне параллелей. Их должны рассматривать как беспорядочно 
распределенные на поверхности Земли небольшие возвышения или по­
нижения поверхности вообще в большинстве случаев гладкого сфе­
роида. Относительно протяжения таких волнообразных неправильно­
стей определенное мнение создалось, правда, не раньше, чем были 
произведены для этой цели специальные геодезические работы. Бы­
страя смена влияния, оказываемого этими неправильностями на раз­
личные уже произведенные измерения дуг меридианов, в достаточной 
степени показала, что длина таких волн должна быть часто слишком 
малой, чтобы произвести изменения наклона на поверхности относи­
тельно поверхности сфероида на расстоянии, меньшем одного градуса, 
которые могли бы превосходить возможную ошибку наших современ­
ных астрономических наблюдений. Правда, я не думаю, что значитель­
ный интерес представляло бы изучение распространения этих волн в 
одном отдельном случае, так как на основании его нельзя было бы 
вывести заключение об общем виде явления.

Все же я принимал участие в одном исследовании, целью которого 
было — проследить ход таких неправильностей в одной части земной 
поверхности, в которой произведенное уже градусное измерение пока­
зало существование значительных неправильностей, на основании наб­
людения широт и направлений меридианов в возможно большом числе 
промежуточных пунктов.

Если нельзя ожидать, что удастся полностью вскрыть неправиль­
ности земной поверхности, или, другими словами, выявить характер 
распределения этих неправильностей, то все же каждая новая геоде­
зическая работа в связи с астрономическими определениями вновь даст 
доказательство существования указанных неправильностей или, по 
крайней мере, может дать такое доказательство. В настоящее время 
дело обстоит так, что влияние неправильностей земной поверхности на 
результаты геодезических измерений существует. Такое влияние не 
было бы обнаружено, если бы не чувствовалась потребность — просле­
дить связь между ним и его причиной. Я надеюсь, что в дальнейшем 
изложении мне удастся кое-что добавить к удовлетворению этой по­
требности. Нужно также показать, какое значение имеют астрономо­
геодезические работы на выводимые из них результаты и насколько 
они могут способствовать определению сфероида, в общем близкого к 
фигуре Земли, или определению кривизны его поверхности в данной 
точке.

§ 1
Сперва я постараюсь найти бесконечно малые изменения широты ср 

и географической долготы w некоторого пункта, соответствующие бес­
конечно малому расстоянию ds от его местоположения, направление на 
который задано азимутом а. Поверхность задана уравнением и =  0 и 
выражена в прямоугольных координатах х, у, z.

Плоскость первого меридиана, в которой отсчитываются коорди­
наты х, проходит через нормали всех пунктов, долгота которых равна 
нулю, параллельно оси вращения Земли; вторая плоскость, т. е. плос­
кость игреков (у) у проходит перпендикулярно к первой и точно так же 
проходит через ось вращения Земли; третья плоскость зетов (г) пер­
пендикулярна к двум предыдущим. Направления осей этих плоскостей
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я обозначаю х, у, z, т. е. такими же буквами, какими показаны коор­
динаты, параллельные этим направлениям.

Условие, что два пункта, определенные координатами х, у, z и 
x-\-dx, y-\-dy, z-\-dz, лежат в плоскости, уравнение которой и =  0, 
будет

. du , , du du ,
0= T x dx + Tydy + r z dz- 

а также, если Z обозначает направление на зенит,
0 =  cosxZ*dx + cosyZ 'dy соszZ-dz. (2)

Из сравнения этих двух уравнений следует: 
du

=  Д cos xZ =  Д cos 9 sin w 

^  =  Д cos yZ  — Д cos 9 cos w

dU . -7 A •— =  Д cos zZ =  Д sin ф 
dz

(3)

где

cos xZ d Д + Д cos xN d Д cos 9 cos xO dw =  d ■ 

cosyZdA + AcosyMd'f +Д coscp cos yOdw  — d

'du\s 
J z )  ’

а также выражения для cos xZ, cos yZ, cos zZ написаны через косинус 
от ср и w.

Дифференцируя эти уравнения и обозначая на касательной плос­
кости направления на север и на восток через N и О, получаем:

dit 
~dx' 
du 
dy *

cos zZ d Д + Д cos zN dy + Д cos 9 cos zO dw =  d , 

откуда имеем:

Д dy =  cosxNdĈ  + c o s y N d ^  + cos z N d ^

Д cos 9 dw =  cos xO + cosyO d ^  + cos zO d ^

Если обозначить направление из первого пункта на второй через X, 
т. е. положить

dx =  cos х X ds, dy =  cos у X ds, dz =  cos z X ds,
то получим:

du /   ̂cPu , . d2u . d2 11

(4)

, du /  » ds u . . d*u , . d1 и \ ,
4x =  \coax H j? +(:osy dxlly +  cos z X d t T z ) ds'

.du /  . d2u , ~ d2u , . d?u \ ,
tfy= { cosx Jxdy~*~cosy dy1 cos г d y d z ) ’

du /  
dz (j

,du /  . d? ud — =  I cos x A
dx dz dy dz



cos x X =  cos xN cos X N  + cos xO cos X О + cos xZ cos X Z, 
cos у X =  cos^A/cos X N-f- cos j/O cos X О + cos^Z cos X Z, 
cos zX =  cos zAfcosX./V-f- cos zO cos X О -j- cos zZcosXZ.

Так как XN=<x, XO=a —  90°, XZ =  90 °, то эти  формулы превратятся 
в следующие:

cos х X =  cos xN cos a -f- cos xO sin a, 
cos у X —  cos yN  cos a + cosyO sin a, 
coszX =  cos ZiVcos a + cos zO sin a

и, если для краткости написать:
cos xN =  a, cos xO =  a',
cos yN  =  b, cos yO — b’,
cos zN =  c, cos zO =  c',

то получим:
, du / d2a . d2u . . d2u \ , .

d-r - =  [ -3-5- a -f —-j- b -f- -j—j- с j cos a ds + dx \dx2 dxdy dx dz J

/ d2u , d2 и , d? и ,\ . ,
+  { x ?  a + tody  b + W T z c )  sm*'ds-

, du /  d2 и , d2u , ,  d?и \ , .
dy dy a dy2 dx dz ° /  °OS * S

. /  d2и , . d2и , d2и ,\ .
+  ( j ^ a + d ? b + d T iz C > " * * ■

, du /  d2 и . d2u , . d2u \ , ,

d d I =  {dITzl, + WTzl’ + d ? c ) C0S S +
/  d2 и d2 и , d2 и ,\ . ,

+ a + tyTzb + Ж2 c )  sm*ds;
если эти выражения подставить в формулы (4), то получим 

Д dy  = ^ а2 + - Ь 2 + —  с2 + 2 а Ь - ^  + 2 а с - ^  + dx2 dy2 dz2 dxdy dxdz

+ 2 be f  U. 1 cos ads + dy dzj '
d2u , d2и ,, ,  d2и ,
i f “ + ^  bb+ H Fcc +

+ {ab’+ a’b)+£i~z(ac'+ a'c) + w k  (*c' + b'c)\ si“ * * •
. , \d2u , . d2u . d? и , . d2u . ,, . .
Дсо =  уш 1 аа + w ,bb  + 3 w cc Ж у (аЬ + ab ) +

+ +Л) + w k (bc' + 6V)] cos * * + [s f  ̂  +

* • * + * £ +  2M  + 26V Щ  Si„« Лdy‘ dz2 dxdz dxdz dy dz\



Но так как
а =  — sin <р sin w, а! =  cos w,
b =  — sincp cos w, b '=  — sin w,
с =  cos 9, c' =  0 ,

и, наконец, приняв для сокращения:
d2 и d2 и d2 и

Р  =  sin2 ср sin2 W ̂  + sin2 ср cos2 w ^  +  COS2 9 +

i о - • 2 • 0 . . 0 . d2 и+ 2 sm2<psin w cos w — 2 sin cp cos cp sin w — 2 sin cp cos cp cos w ̂  ^  ,

Л . d2u . d2u
Q =  — sin cp sin гг» cos гг» -f- Sin cp sin гг» cos гг» g +

. • / • о 2 ч d2u d-u d2u+ sin cp (sin2 гг» — cos2 гг») -. + cos cp cos гг» ---cos cp sin гг» ■dxdy Y dx dz dy d z ’

„ d2 и , . ,, d? и d2u
R — cos w-r-n + sm*w -3—j- — 2 sin гг» cos гг»dx2 dy2 dx dy ’

напишем
Д dcp =  (P cos a + Q sin a) ds j  ^

Д cosyflte’ =  (Qcosa -J-/?sina)ds J
Этим выражениям можно придать другую форму, если ввести в них 

другие координаты.
Точку с координатами х, у, z примем за начало координат и про­

ведем оси § и т] в плоскости горизонта; первую — в направлении на 
север, вторую — на восток; ось С направим в зенит, тогда получим:

du ..d u  , ndu  , „ du
——=  cos xN -г= + cos xO -2— b cos xZ rrv,dx d\ drj dZ,

du ..d u  , „ d u  , _ du
^  =  cosjrJV ̂  + cos .yO ̂  + со j j-Z ^  .

du da , ~du , „du—  =  cos zN ~r= + cos zO 3 -f- cos zZ ,
dz d § d уi dZ

или
du , Tdu , . rdu t . j. du
—  — cos xN -3— \- cos yN  3— \- cos zN -=— ,d § dx * dy dz

du r^du , ~du x ~du
—  =  cos xO 3— k cos yO 3 b cos zO -г- .dri dx ^ dy dz

Сравнивая эти формулы с формулами (4), находим 
А 1 , du d1 и , d2 и

А , , du d2 и r , d2 и ,
Д cos cp dw =  d-r- =  - ve , a § + « *);

и так как
d\ — ds• cos a, dr\ =  ds-sin a,



Д d ср =  

A cos ср dw = ^  ds

§ 2

Если исключить х, у, z, соединив для этого уравнение а =  0 с 
уравнением (3), то одно или другое из выражений (5) и (6) образуют 
два уравнения, связывающие величины dcp, dw, d s f cp, w и а. Чтобы их 
проинтегрировать, необходимо составить еще одно уравнение, которое 
или объединило бы doc с остальными переменными величинами, или 
было бы достаточным, чтобы исключить значение а. Такое уравнение 
выражает закон, согласно которому кривая линия, элементом которой 
является ds, должна быть проведена по заданной поверхности.

Сначала я буду рассматривать геодезическую линию, т. е. буду 
исследовать ход, по которому идет эта линия, если она выходит из 
заданной точки поверхности в данном направлении. Формулы для 
уравнений геодезической линии в том виде, в каком дал их Гаусс в 
своей статье о кривых поверхностях, выраженные в принятых нами 
обозначениях, будут следующими:

где р обозначает радиус кривизны поверхности, расположенный под 
азимутом а; члены, находящиеся в правой части уравнений, я принял 
отрицательными, так как Z и р расположены в противоположных на* 
правлениях.

Так как мы имеем:

то, произведя упомянутое выше дифференцирование, получим: 
ds

sin w cos ср — =  sin w cos cp cos adcp-j- (sin w sin a + cos w cos a sin <p) dw —

cos -гг/cos cp — =  cos w cos cp cos adcp-j-(cos w sin a — sin w sin a  sin cp) dw

p d cos xX =  — cos xZ ds, 
p d cos у X =  — cosj'Z ds, 
p d cos г X =  — cos zZ ds,

cos x X =  cos w sin a  — sin w cos a  sin cos xZ =  sin w cos cp,

cos у X =  sin w sin a — cos w cos a  sin cp, cos yZ =  cos w cos cp,

cos zX =  cos cp cos a ,

P
— (cos w cos a  -f- sin W  sin a  sin cp) d a,

+ (sin w sin a — cos w sin a sin cp) d a,

sin cp —  =  sin cp cos я d cp - j -  cos cp sin oc d a ;
P

умножим эти уравнения на величины:

sin w cos cp — cos w : cos a
cos w cos cp + sin w : cos a

sin cp
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ds
=  cos a d cp + sin а cos ср dw

0 =  sin с р ^  — da
откуда, следовательно, можно составить недостающее уравнение для da 
при предположении, что линия на поверхности будет геодезической, и, 
кроме того, можно получить выражение для определения радиуса кри­
визны р.

Подставив выражение (5) в первое из найденных здесь выраже­
ний (7), получим

И с //с
— =  -д- (Р cos2 а + 2 Q cos а sin а + /? sin2 а),

откуда
__Г cos2 (а — N) , sin2 (а — jV)

?=[ J ds,

где г и г '  — два главных радиуса кривизны; N — азимут плоскости, 
в которой расположено одно из вычисленных нами выражений кри­
визны. В таком случае из уравнения этих двух формул имеем:

1 , 1  _ P + R

cos 2 N  =

А

P - R
G - r )
( h F )  •* **= ¥

J, (8)

откуда, следовательно, и получается связь между величинами г, г', N  
и Р, Q, /?, А.

§ 3

Чтобы проинтегрировать полученные три уравнения 

A d y =  (Pcos а + Q sin а) ds 
Acoscpfito =  (Qcos а + /?sin a) ds ' (9)

d cl =  sin cp dw

я очень немного изменю фигуру Земли по сравнению с фигурой сфе­
роида, полуоси которого приняты равными а и b =  а}/~ 1 — е2. Нормали 
к поверхности Земли в точке, координаты которой х, у, z, встречают 
поверхность этого сфероида в точке с координатами Х\, у\, zu соответ­
ственно равными

х — п cos xZ, у — п cosyZx z — п cos zZ,

где п — расстояние между обеими поверхностями, измеренное по нор­
мали к первой поверхности и принятое положительным, если эта по­
верхность возвышается над другой. Это значение п представляет собой 
переменную величину, зависящую от х, у, z или w и 9 , которая остается 
неопределенной в течение дальнейшего исследования; но она должна 
быть принята настолько малой, чтобы можно было пренебречь ее выс­



шими степенями, а также произведением ее на квадрат эксцентриси­
тета земного меридиана.

Подставив выражения для х, у, z в уравнение сфероида, т. е. в

а2 Ь2

получаем уравнение поверхности Земли

и =  0 =  — ~2У2 + ̂ - 2 n ( ^ c o s x Z + £ c o s y Z + j2coszZ^-\

или, так как для величин порядка п

R cos xZ =  Д  , а2

R cos y Z — K,,
CL**

R  cos zZ =  ^ ,

где

/ **+y ,
K ~ V  a ‘  + F‘

то это уравнение превратится в
д-2 2?

“ =  ° = iL^ L + ̂ - ^ - i ,

или так как R отличается от — на величину порядка е2, а произведе­
нием пе2 следует пренебречь, то получим

х2 + j/2 г2 2/г Л
гг =  0 = ---Lo^— + то — 1 ----. (Ю)а? о* а 4 '

Согласно этому уравнению поверхности должны быть определены 
значения А, Р, Q, R, входящие в уравнения (9), подлежащие интегри­
рованию. Дифференцирование уравнения (10) по каждой из координат 
дает:

du А . _ / х  dn\
S  =  ism ® cos»  =  2

du а о f  У dn \3 5  =  ЛС08®С0»Т =  2 ^ - ^ ,

du . . _ /  2Г rf/г \

умножив эти выражения на а, а, b и сложив квадраты их произведе­
ний, получим

A*(e«co.4 + »ssin*'p) =  4[l + г ;|)]-



Правую часть этого выражения можно упростить. Если вместо 
дифференциалов от п по х, у, г ввести дифференциалы от п по § и ц, 
то получим

d n . d n . d n .  . . .  . . .  KT\dn .
X d x + y dy + Z dz = ( XC0S xM+ycosyN+zcos zN )-^ +

+ (x cos xO ~\~y cos у О + Z cos zO) ^  .

Величины, заключенные в скобки, будут порядка е2, если х, у, z 
пропорциональны значениям cos xZ, cos yZ, cos zZ, вплоть до величин 
того же порядка. Поэтому последний член выражения оказывается вне 
пределов искомого приближения; в пределах его будет

1 + -
A =  l .  — - I * -  - . (11)

а \ 1 — ё2 sin2 ср
Независимую от п часть Р, Q, R находят тогда по формулам (5):

2
ДЛЯ Р " "  а2( 1 - е 2) С1 ~ g2sin2y)’ 

для Q— О,

D 2для а~

зависящую от п часть дают формулы (6) непосредственно в своей наи­
более простой форме, а именно:

для Р  ■ 

для Q- 

для /?•

2 rf2 n
с d 5»'

2 </2я
a dgdtj

2 d?n
a drp '

Тогда

, Г? (1 — £2sin2a>)3 ('d^n п\ d? п . 1  ,
d » =  [ a (l — е3) cos —  W  + a * ) cos * -  a m  s,n “J ds’

, \vr {\— ei sin2 <p) . fd? n n\ . d2n 1 ,cos <p dw= p --------------------------------------------21 ̂  cos «j ds,

d a =  sin ydw, 
но так как

cos a •ds =  d£y sin a •ds =  dri1
то можно написать



Если обозначить через ср19 wv аг значения, которые получают ср, w, 
а для данного s при интегрировании первой части этого дифферен­
циального уравнения, независимой от неправильностей поверхности 
Земли, и положить

ср =  срг -f- 5ср, w  —  w x -f- о w , а  =  а л -\- 8а,
то дер, да, о w будут неизвестными величинами в нашей задаче, так как 
найти срг, w v  аг не представит никаких затруднений, и уже много раз 
вопрос этот рассматривался; например, в № 86 журнала „Astronomische 
Nachrichten“ (см. статью на стр. 53 в настоящем «Сборнике»).

Исключение dw из двух последних уравнений (12) дает
- ds / -----о----о ■ • • /  ^ dn . п - \ .cos cpd а =  — у 1 — е* sin2 ср sin a sin ср — Г а  —  + ^  d rj j  sin ср.

Подставив в первое из них и в это самое уравнение величины d ср 
и da, преобразуем их в следующие:

, а ds . * , dn п
а о с р = --------- sin а о а —  a  - j - z --------3 ,

Y a dl, а2'

d a 8 ср ds . , dn , п , \ .
- f -  cos ср d о а =  — cos а sin ср 6 а —  Г d ̂  ^ J  sln ФSin ср

и, если положить
ds . , ds -— sin а =  cos ср dw, — cos а =  а cp, 
а т а т’

что позволительно при допускаемой нами степени приближения, то они 
преобразуются в такие:

cos ср д а  • dw -f- d 6 ср =  — d

—  d cp*dw +  d (cos cp Ъ a )  =  —  ^  d —  ̂ ^  d r ^  sin cp.

Умножая эти уравнения на
cos a I sincp sin а 

sincp sin а I — cos а
и замечая, что

d • cos a =  — sin cp sin a dw,
d • sin cp sin a =  cos a dw,

находим, что влево от знака равенства получаются полные дифферен­
циалы, а потому интегралы их равны:

COS а Ъ ср -(- sin ср sin a cos ср д а  =

== — J  ĵ cos а * ^  “1“ sin а sin2 ср • d +  (cos2 а  + sin2 a  sin2 ср) ^  d s j  ,

sin ср sin а д ср — COS a  COS ср д а — — J  |sin a sin cp*d^^ — COS asincp-rf^j .

Так как для величин вплоть до порядка е2
sin a  cos ср =  sin a' cos ср',

где <р' и а' относятся к начальной точке геодезической линии, и следует 
считать, что она имеет азимут а ,  под которым геодезическая линия



проходит далее через каждую точку, то, написав sin m вместо sin а' 
coseр', имеем

cos2 а + sin2 а sin2 cp =  cos2 m, 
и тогда из этих уравнений получим:

cos2 пг 5 ф =  — cos а
* dn l

+ sin а sin2 ср • d ^  —

COS A7Z COS фОа

Л -dtlcos а- а -j-= 
d t

Л , rf/гsin а sin — cos а sin 9 • а —  —

— cos2 m cos х I dsJ a2
<poa =  — sin a sin a* d -f- sin a sin2 <p • d +

+  COS a |sill a s* jsin ф«а -r= — cos a sin ф • d 
a q

rf/г
rfr]]

cos*m sin a sin Г dn
tny  l? ds

(13)

Чтобы найти 5 до, требуется проинтегрировать

, * d b  a cos ф d a
a  5 w =  —-------- r-b—  5 ф ;

sin ф sin ф

частное интегрирование первого члена преобразует эту формулу в 
следующую:

5 а  Г ^ Ф - С О Б ф ^ а —  С О З ф б а -rfcp
OW  :

j  Ъ ф- (
sin ф J  Sin-ф

^сли подставить в нее найденные уже выражения для Вер и cos ф да и 
при этом заметить, что

co sф cosad a  — s in ф sin a dy =  d (cosф sin a) =  0, 

cos a
c tg  ф Sin a d a -f- sin-* ф (ctg Ф COS a),

то получим
о a
Sin ф cos

— cos a sin ф •

или
COS a Ctg Ф

Sin ф

d/z\

sin ф-rf — cos a sin ф • rf +

1 / /  . , 9 , dn\-J-----------5--  / [ COS a sm a cos ф • a — COS a COS ф* a J— 1 .cos m J  \ T d\ d*f\J

Подставив в первый член выражение для о а и умножив на 
cos2 m cos ф , получим



COS Ш COS<p8w= — sina J'^cos  sin asin29 *d +

С /  . . .dn . ,dn\ ,+ cos a sin ср I Г sin a sin cp • a — cos a sin cp • a —  J  +

+ COS cp J*^  COS a sin a cos cp • rf ^  — cos2 a cos —

in a I % dsJ a*cos2/n sin (

Этим формулам можно придать более удобный для обозрения вид, 
если вместо дифференциалов от п, взятых по ? и yj, принимать такие 
же величины, взятые по направлению ds и перпендикулярно к нему, т. е.

dn .. dn .
р  =  ~ГЕ c o s  *  “Г  -J- s in  a .r d\ dt]

dn , , dnq =  — -jr= sin a + -j— cos a,* dr,

или, если положить:
dn 
d l 
dn — p sin a -f q cos a,

т. e.

d | =  (dp — a) cos a — (dq + pd a) sin a, 

dti
d ^  =  (rfp — qd a) sin a -f (dq -f pd a) cos a.

Если, для сокращения, написать dX и вместо dp — qda и 
dq-\-pda., то формулы (13) превратятся в

cos2 тд<р =  cos a sin //г cos a cos cp rf ̂  -f- sin a sin cp J s in y d  \i —

— cos2 m cos a ^ + d X^ ,

cos2 яг cos cp 5 a =  sin a sin cp sin /я cos a cos yd\i — cos a J* sin cp d ji —

— cos2 /я sin a sin cp J ~b d X^ , 

cod2 /7г cos ф S -гг; =  — cos2 a cos cp J* cos a coscp — cos a sin cp J  sincpd|i—

— cos2 m sin a /  ( J rf5+rfX) '

Но формулы принимают простейшую форму, если в них введена 
третья сторона а сферического треугольника, две другие стороны кото-



рого равны (90° — ф') и (90° —  ф) ,  и угол, прилежащий к первой из 
них, равен а '; или если принимают, что

cos ф sin а =  cos ф' sin а',

cos Ф cos а  =  — sin ф' sin а -J- cos ф' cos а COS а',

sin ф =  sin ф' cos а +  cos ф' sin а cos а'.

Отсюда находят, после подстановки этих выражений в окончатель­
ные результаты, при дальнейшем применении тех же формул, что их 
простейшая форма имеет вид:

6 Ф =  sin a j ĉos а j  cos о d  \i -f- sin a j*  sin a d |x J —

— cos a J d s - j - d

СОЭф d w =  — cosa|cosa  J  cos od  \i sin a J  sin a d  p. |—

— sin a l ( % d s - f - d X  j /1>(4J \a J ‘ (l4)
С0 8ф 6 а =  — cosф sin ф j^cosa ^ c o s  ad[x +  sin a ^  sinarfjj, j-f-

-j- COS ф £sin a J  COSarfjx — COS a J  s i n a d [ x j —

— sin a sin ф J  ( j?  ds+d\^

Если вместо этих формул хотят иметь приблизительные формулы,
s dn ^

справедливые до величин — • ^- и  поэтому применимые для небольших

значений 5, то можно принять:

cos a J  cos a d p  4 - sin a J  sin a d p, =  [x — jjl',

sin a J  cos a d  jjl — COS a J  s inad* i  =  J  \ido,

где |i' относится к начальной точке геодезической линии.
Тогда получим:

dn , dtir , dn . , /ч Г п - ,
8 < Р =  —  j |  +  J | r C O S ( a  —  a )  —  j ^ s m ( a  —  а )  —  COS a  / ^ d s  +

+ sin a J  pd a -J- cos a J  qd a,

„ rf/г , dn' . .. dn' . , n . Г n jCOS ф S и; = ---- 4 - _ c o s (a  — a') — ^ s i n ( a - a )  — sina / —

— cos a y* pd a sin a j  qd a,

t Г dn . dn' . .. . dri . , ,4 Г n ,С03ф8а= — _  + _ c o s ( a — a') +  ̂ | rS m (a - a ) — sin a / —



— cos a J  pda-f-sina J  qdcL j sincp -f- cos cp / [  <7 + /  pd a j — . 
Но в установленных нами пределах приближения принято, что

g
COS (a  a ')  =  1, s i n ( a  —  a ' ) = - t g ( p s in a

a b T ’

J  pd a =  (p - p ') J-tgcpsina,

J  qd a =  (q — q') ^  tg <p sin a,

откуда получаем: 
dn

и ~ л
ocp =

/ n dn! dn\ s . f n j
( 2 2 ?  -  3 ^ ) -J tg » s,n “ -  cos “ J  ?  *

dn' dn , / _  dn' dn\ s , . . Г я ,
cosT!®  =  3 7 - ^  + ^ 3 F - j 1 ^ - l g TSm « - » r a « j - , *

5. fdrt' dn . / n dn' dn\ s .
COS<p8a =  l r f 7 - ? i  + C2 t f f  - 5 ? ) a tg ’ ’Sma-

Sin a —

dr]' dr)y cos•]fcoscp

§ 5

(15)

Описанием влияния неправильностей земной поверхности можно 
воспользоваться только тогда, когда, как это само собой подразумева­
лось, достигнуто значение расстояния между двумя пунктами, между 
которыми была измерена геодезическая линия, соединяющая их, а 
также направление касательной к этой линии в ее начальной точке. 
Получить ответ на эти два вопроса можно только на основании про- 
ложения сети триангуляции. Здесь нам следует показать, как должны 
быть вычислены непосредственные наблюдения, чтобы они дали для 
сторон треугольников геодезические линии, соединяющие каждую пару 
пунктов, а для их углов — углы между касательными к этим геодези­
ческим линиям.

Не существует такого способа, который позволял бы непосред­
ственно измерить кратчайшие расстояния между двумя точками на 
поверхности Земли, но можно измерить это расстояние, если следовать 
по кривой, которая образована на этой поверхности, если рассечь ее 
плоскостью, вертикальной* в одной точке поверхности и проходящей

* Здесь и дальше Бессель вместо термина: «нормальное сечение», принятого 
в нашей литературе, применяет «вертикальное сечение», употребляемое в немецкой 
-литературе и теперь (Прим. ред.).



через другую ее точку. Очевидно, что такое расстояние только очень 
немногим больше наименьшего. Если Землю принять за сфероид, боль­
шая полуось которого равна а, а эксцентриситет равен е, то главный 
член разности между этими двумя расстояниями равен

1 S'*7Г7Г е* —7 cos4 ф COS2 a sin2 а,
90 я 4 т

а следовательно, слишком мал, чтобы принимать его во внимание при 
вычислении измерений базиса. Неправильности земной поверхности 
между двумя конечными пунктами триангуляции добавляют к этой
разности только величины порядка /г2, которые лежат за пределами
искомой здесь точности. Следовательно, вполне можно рассматривать 
измеренную нами длину базиса, как искомую, проложенную вдоль вер­
тикального сечения поверхности Земли.

Точно так же, нет способа непосредственно наблюдать угол тре­
угольника, стороны которого представляют собой геодезические линии. 
Наблюдение дает в каждой вершине треугольника угол, в котором 
пересекаются две вертикальные плоскости, проходящие затем через два 
других пункта. Я постараюсь найти разность углов между вертикаль­
ными сечениями и геодезическими линиями.

Возьмем на поверхности Земли две точки А и В и будем искать 
разность азимутов направления АВ, взятого в плоскости вертикального 
сечения и проложенного по геодезической линии, соединяющей эти две 
точки. К прежде применявшимся нами обозначениям надо еще добавить 
А' — азимут сечения, нормального для точки А и проходящего через 
точку В. Если обозначить уравнение секущей плоскости через

*х  + $у + =
то, согласно условию, что эта плоскость проходит через обе точки с 
координатами х\ у', z' и у, zf имеем:

а хг РУ* + Т z*=  8, 
ос х *-|— {3у —|— у z 5;

согласно условию, что ей соответствует каждая точка, лежащая на 
отвесной линии, проходящей через А, имеем

0 =  a cos xZ' + р cos j/Z' — у cos zZf.
Согласно условию, что ей также соответствует каждая точка, ле­

жащая в плоскости горизонта А с азимутом Л', имеем
0 =  a cos хА' + Р cos у А' + y cos zA\

Так как для первой точки, расположенной в первом меридиане, 
имеем:

cos хZ' =  0, cos хА' =  sin А',
cosyZ' =  cos <p'f cos у A  =  — cos A  sin cp',
cos zZ' =  sin ф', cos zA  =  cos A  cos ф',

то можно из двух последних уравнений сделать вывод, что величины 
а, р, y соответственно пропорциональны

cos Л', sin A  sin ф', — sin A' cos ф\

откуда два первых уравнения после исключения Ъ дают уравнение 
плоскости

0 =  (л: — х') cos А  + (у —У) sin A' sin ф' — (z —- zr) sin A  cos ф'.



Если координаты обеих точек представить при помощи их широт 
и разностей долгот, то получится уравнение, связывающее эти вели­
чины и азимут А'. Действительно, имеем (см. § 3):

du . 2х 2 dn—  =  Д cos ? sin ® ^  ^  .
a dx

du . 2v 2 dn—  =  Д cos cp cos w =  ~~r------j— ,
dy T a* a dy
du . . 2z 2 dn—  =  4sm,p = ж _ _ . _ .

4=?- .a
следовательно, для точки В

а-\- п

* +  5-

]/ 1 — е2 sin2 ф

л; =

.У =
а + п dn

... cos ф cos ̂  4- a -j— , 
jA 1 _  ei sin2 <p <(У

и для точки A

a{\ — e*) + n . dnz =  ---- sin © 4- а 3—
]/ 1 — e2 sin2 <p ^

jc' = + a
dnr
dxT'

CL -j“ П
, = C0S Ф а  ~j~T fУ 1 — p2 sjn2 <p/ dy

, _  a ( l — г2) + я'г =
d/z'

= sin cp' -f- а ■ 7"
' T 1 ate'у 1 — г2 sin2 <p'

Если, как и прежде, отбросим величины порядка пе2, то, подставив 
эти выражения в уравнение плоскости, получим

0 =  coscpsin wcosA' ^coscp<»cos w

cos <P
'1 /

1 — e1sin2 <P
1 — e2sin2

1 -  e2sin2 9
1 — e2sin2

7^  sin cp' — (] — e2) cos cp' ̂ sin cp —

, ,  1 — e2 sin2 cp \| . / dn dn' \
- S l n c p  V  r ^ e ^ v ) \ smA + K d t - d * ) CosA-

(16)

/dn  dn \ . . .  . , fd n  dn' \
- ( & —& )  S'° sln ̂ \dz ~ ~d? J S,n Л C0S '

Часть этого уравнения, зависящая от п и п', может быть выражена 
короче, т. е. (см. § 1 ):

dn d n ____ xr , dn ^ __ dn ^  t dn



откуда, принимая во внимание формулы сферической тригонометрии, 
получаем:

dn dn . . . .  . dn . .. , dn . . dn
-r-  cos A  4- -3— sin A sin cp — -j— sin A c o s ®  =  —  j-= sin a - f  -5— cos a, dx dy T dz T d £ dt]

dn' ,, . dn' . .. . , dn' . , dn' . , , dn' .
-s - rc o s A + w s m A s m 9 - - ^ rSm A c o s 9 = - l f S ina +  ^ - l coscc.

Подставив в них вместо ф и ср' значения и и а', определяющиеся
формулами: _____ _____

tgи =  tgср tgи! =  tg9' у" 1 — е2,
уравнение (16) преобразуется так

О =  cos A  cos и sin w \f 1 — е2 cos2 и! — sin Л' [sin и cos и! —

— cos и sin и! cos w — e2 cos af (sin и — sin и')] —

dn . dn t dn . , an ,■ sin oc ~j——— cos a + sin a — -j—j- cos a
a 5 d г] d £  dr]

(17)

Азимут Ar определяют при помощи одного или другого из этих 
уравнений; в этом азимуте должно быть проведено вертикальное сече­
ние так, чтобы оно проходило через точку, широта которой равна ср, 
а разность долгот — w. Азимут а', в котором лежит первый элемент 
геодезической линии, проходящей через ту же самую точку, равен ази­
муту, под которым на поверхности правильного сфероида выходит та­
кая же геодезическая линия из точки с широтой ср', чтобы пройти через
другую точку с широтой (ф—5ср) и разностью долгот w — 5 до. Урав­
нение, необходимое для ее определения, получают затем при помощи 
соотношений, существующих между широтами и разностями долгот 
точек, расположенных под азимутом а', проведенных геодезических ли­
ний по поверхности некоторого сфероида. Очень простые выражения 
для этих соотношений я дал в № 86 журнала„Astronomische Nachrich- 
ten“ (см. настоящий «Сборник», статья на стр. 53) при помощи сфе* 
рического треугольника; стороны его (90°— и') и (90° — и) приле­
гают к тем же углам, под которыми геодезические линии пересекают 
меридианы точек с широтами ф' и ф , соответствующими и' и и; третью 
сторону этого треугольника я обозначаю через а, а третий угол — 
через to и буду применять здесь те же самые обозначения. Следова­
тельно, имеем:

cos а =  sin uf sin иг + cos и! cos их cos ,
sin о cos а' =  cos и! sin иг — sin и' cos со?
sin а sin а' =  cos иг sin со,,

где щ и соответствуют широте Фх =  ф — Ь ф и разности долгот 
до, — до— 5 до. Если написать, как это вполне допустимо, (и— 5ф) 
вместо U\ и со — 5до вместо со1, то можно пренебречь величинами по­
рядка пе2, тогда получим:

sin a cos а' =  cos и' sin и — sin и! cos и cos со — (cos и! cos а +
+ sin и! sin со cos (о) 5 ф — sin и! cos и sin со • Ъ w,

sin а sin а' =  cos a sin со sin и sin а> • Ь ф — cos a cos (о«5и/.
Подставив эти выражения в формулу (17) и рассматривая сперва 

только часть этого уравнения, зависящую от неправильностей земной 
поверхности, получаем, после нетрудных преобразований:



(а/ — A') sin а =  sin a*S 9 — cos a cos cp• 5 ̂  -f- ̂  sin a —
а ъ

dn' . , , dn' ,— -3— COS a — -7Й- sin a -J- -7—г COS a. . dn] 1 d -q'

Если подставим вместо 5 <p и cos^pS w их выражения из формулы 
(14), то получим

(a' — A') sin о =  cos <з j  cos о d ц -f- sin a J  sin a d pi -f- sin a —

dn dn' . , , dn' , /104
- d ^ cosa~ W slna + H cosa' ( }

Чтобы нагляднее показать значение этой формулы, я постараюсь 
определить пределы, к которым она приближается в случае малых рас­
стояний. Для таких расстояний оба ее первых члена равны ц — ц.' =
=  <7-<7' +  f  Pd а, тогда четыре последних члена будут не чем иным,

как —q -j- q'\ в таком случае предел этого выражения сведется к Jp d  a 
или, приблизительно, к величине

(P — Pf)~ tgcpsina,

если для р и р' написать их выражения, то к формуле

rdn . dn . dn! , dn' . , 1  5 .-j-p cos a + -J— Sin a — cos a — -j—7 sin a j — tgcp sin <x. 
d\ dy) d% dr\ J a b T

Следовательно, для малых расстояний приведение от А' к a' выра­
зится в виде

[dn , dn . dn! dn' , 1 ._ cos„ +  _ sln a _  _ c o s « -  j  tg<pSin«,

а потому это выражение можно рассматривать как величину высшего 
dn dn , ,порядка, чем ^  и если изменения этих дифференциалов от одной

конечной точки геодезической линии до другой конечной точки можно 
рассматривать как сами величины высших порядков. Но этого не дол-’
жно случиться, если нет основания допустить, что на таком расстоянии
они могут значительно изменяться по сравнению с их собственной 
величиной. Даже без более подробного рассмотрения влияния непра­
вильностей земной поверхности на ход геодезической линии замечено, 
что эта линия в тех случаях, когда переходит кратчайшим путем через 
такие неправильности, испытывает более или менее значительные от­
клонения от плоскости, проведенной через две соседние нормали; при­
чем эти отклонения зависят от величины отдельных волн таких непра­
вильностей.

Чтобы дополнить выражение (а' — Л'), я должен еще рассмотреть 
ту часть уравнения (17), которая не зависит от неправильностей зем­
ной поверхности. Примем, следовательно, что

sin a cos a' =  cos и! sin и — sin и! cos и cos со,
sin a sin a' =  cos и sin to,



и заменим to через w, пользуясь формулой, выведенной нами в № 86 
журнала „Astronomische Nachrichten“

1 2w =  to — —ег cos и sm а • а -)- и т. д. =

=  to — е2 cos и! sin а' • а + и т. д.;

в таком случае, если приближение не выходит из пределов е2, то фор­
мула (17) дает

(а' — A!) sin о =  е2 cos и' [cos и' cos a cos и sin w — 2 sin а' (sin и — sin и')] -f-

-f- е2 cos и! sin а' cos и а • [cos а' cos w — sin a' sin w sin «'].

Если положим здесь
sin и =  sin и' cos о + cos и' sin a cos а', 

cos и cos w =  cos u! cos а — sin u! sin a cos a!, 
cos и sin o) =  sin a sin a',

то получим

a' — A' =  — Ire2 cos w' sin а' п 1 — r— ^  cos u’ cos a' —
2 |V tg

~  ( 2 tg 5" a ~  a) sin “  ]  * ^

Эту формулу я уже дал в выпуске № 3 журнала „Astronomische 
Nachrichtenu(cM. статью на стр. 23) с тем различием, что там написано
ср вместо и\ но такое различие не имеет никакого значения для иско­
мого приближения.

Обе части, составляющие формулы (18) и (19), совместно пред­
ставляют собой то, что надо добавить к полученному из наблюдений
азимуту вертикального сечения, чтобы получить из него азимут пер­
вого элемента геодезической линии. Но так как первая часть этих 
формул, вследствие незнания неправильностей поверхности Земли, с 
которыми встречается геодезическая линия на своем пути от А к В, 
как мною было уже отмечено, никогда не может быть вычислена даже 
приблизительно, то при приведении направлений вертикальных сечений 
к направлениям геодезических линий остается только отказаться от 
учета их. Следовательно, нельзя добиваться сведений об истинной фи­
гуре Земли, т. е. искаженной неправильности ее поверхности, на осно­
вании проложенной на ней сети триангуляции.

§ 6
Можно устранить такие затруднения, если вместо сети треуголь­

ников, образованной геодезическими линиями и проложенной по не­
правильной поверхности Земли, вычислить другую сеть, стороны кото­
рой лежат на некоторой правильной поверхности, которую удалось 
построить на основании наблюдений. Я считаю, что сеть треугольников, 
построенная между нормалями к вершинам треугольников на поверх­
ность сфероида, близкого к поверхности Земли, может быть получена 
из наблюдений по крайней мере приблизительно.



Чтобы построить в действительности такую сеть треугольников, 
следует измерить одну из ее сторон и определить углы на основании 
наблюдений углов вертикальных сечений. Я постараюсь вывести фор­
мулы, которые связывают эти две величины.

Расстояния АВ можно изменить по неправильной поверхности 
Земли только в плоскости ее вертикального сечения. Пусть АВ =  S, 
а расстояние между конечными точками геодезической линии, соеди­
няющей их проекции А\ и Бь равно s\ в таком случае их разность 
S — 5 определится на основании неправильностей п земной поверхно* 
сти. Но так как я уже отметил, что кратчайшее расстояние между А\ 
и В\ весьма мало отличается от расстояния, измеренного в вертикаль­
ном сечении, то можно принимать за одинаковую величину разность 
S — s между расстояниями АВ и А\В\, из которых первое измерено на 
поверхности Земли, рассеченной вертикальной плоскостью, а второе 
представляет собой сечение поверхности эллипсоида вращения такой 
же плоскостью.

Если обозначить через х, у, z координаты точек земной поверхно­
сти, расположенных в вертикальном сечении точки А, а через хи 
Z\ — координаты точек сфероида вращения, расположенных в той же 
плоскости, то получим

5 =  J  y dx2 +  dy2 +  dz2, 

s ~  J  ] r  dx^ -f- dyx2 +  dzx2

и если положить
х =  хг + Ъх, y = y 1 + by, z =  z1 + dz,

го

S — s— f  d d x + ^ d d y  + ^ d d z  .J  [ dst ds± * dsx
Но мы имеем:

Ъх =  ncosxZ, Ъу =  п cosj/Z, bz =  ncoszZ 
и с достаточной степенью приближения получаем

Ь х = п  — , by =  ti — , bz =  п — , а а а

эткуда

5 — s =  + +

Так как xxdx\ -f- y\dy1-\-z1 dz1— величина порядка е2, и мы прене­
брегаем произведением порядка пе2, то получаем

s==s~ f п^- (2°)
Отношение наблюденного азимута А' вертикального сечения 

пункта А и проходящего через пункт В к азимуту ос' первого элемента 
геодезической линии, проведенной от A i до В ь можно найти из срав­
нения двух определяющих их уравнений. Если широты пунктов А и В 
и их разность долгот обозначить, как и прежде, ср, ср, w и если и' и и 
зависят от ср' и ср, как указано в § 5, то для определения А' имеем



уравнение (17). Для определения а' имеем также применявшиеся нами 
уравнения:

sin a cos а / =  cos а / sin иг — sin и/  cos иг cos а>х,
sin а sin а / =  cos % sin а)1?

в которых и'\ и и\ соответствуют широтам ср/ и <рх точек Л] и Bi; а и
— третья сторона и третий угол сферического треугольника, первые

две стороны которого (90° — и?\) и (90°— и{) прилежат к тому же
>глу, под которым геодезическая линия пересекает меридианы точек 
А\ и В\. Чтобы можно было сравнивать их, нужно в последних урав­
нениях величины и'и щ, выразить через и', и, w.

Так как уравнение поверхности, на которой лежат точки А\ и Вь 
имеет вид:

U — V— а2 b2 1 ,

то
du! .
-z— =  cos сpj sin Wj,

du! .
1 c0s? ic0sffi,i

du! A1siny1

_2хг __ 2 ( х  — n cos xZ)
а2 d2

__2yi __2 {у  - Д COS j/Z)
а2 Д2

2гх _  2 (г — n COS zZ)
Ь* b2

, 2 dn
; ср sin да + а dx »

, 2 dn
cpcosze» + а dy •

, 2 dn
+ а dz >

dzx
Затем имеем:

2л; 
a2

яу
a2 

2z 
&

после подстановки этих выражений в предыдущие вычисляют значения 
х, у, z и, пренебрегая, как и всегда, величинами пе2, получают:

а • a t 2 dn 2п _Aj cos <рг sin wL =  Д cos cp sin и/ -)-- -j-----§- cos xZ,
CLX CL

A A , 2 dn 2n _Дх cos cos =  Д cos ф cos «> -j- — cosyZ,

a • a • i 2 dn 2n „AjSincp! =Asmcp _ | _ _ _ _ _ c o s z Z .

Между тем как, если вместо дифференциалов от я, взятых по 
х, у, z, подставить дифференциалы, взятые по Е и т], и вместо косину­
сов ввести их выражения, полученные с помощью ср и w, то получим:



Выражение для W\ при помощи <о уже применялось нами раньше,
т. е.

1 2wt =  w1 — — е* cos sin • о + и т. д.

Между тем, если принять за первый меридиан, как это требовалось 
уравнением (17), меридиан, проходящий через пункт А, тогда

. 1 „ , . , . dn dn'
=  w -(- г̂- в cos U , sin a , • a ----- -z------- ry-t ,1 ' 2  1 1 cos cpd-q cos <jpdrf

или, в установленных пределах для приближения, справедливым сле« 
дует считать:

, , . dn
ui =  « + щ г ,

dn
иг =  и +

d l  ’

, 1 о , . , , dn dn'со! =  w cos и sin а • а Н----- 3--------г-т—, .1 ' 2 cos a d т] cos и d i j

Отсюда можно получить значения и'\, ub из уравнений для аг 
и взамен того ввести значения и и , w. Если рассматривать сперва 
только часть поверхности Земли, зависящую от ее неправильностей, 
то получим

sin о cos а/ =  cos и' cos и — sin и! cos и cos w — (sin и! sin и +
/ ч dri , , , , . \dn .-f- cos и cos it cos w) + (cos и cos и + sin и sin и cos w) +

, . , /  dn dn \
+  Sin U COS U Sin W ( ---- j -------------------j—j—7 ) ,\cos и dy] cos и dr{J

, . . dnsin о sin a, =  cos и sin w — sin и cos w -j-= +

/  dn dn! \
+ cos и cos w [ ---- -------- t-j—t ) •V̂ cos udr\ cosu dri J

Подстановка этих выражений в формулу (17) дает после нетруд* 
ных преобразований:

, А 1 . , dn! (cos и cos а — cos и! cos a!) dn!а/ — А — — tg 7- a sin а 3 -=-- --------- ;----------  -----г-т—, \1 fe2 d% sin a cos и di\

так как
cos и cos a =  — sin н' sin a -|- cos uf cos a cos a',

TO
f лг i r dn' . 1 f . , rf/t' , d/г' I

ai ~ A =  2  ̂a ISm * 51f C0S * drj7j ' (22)

Значение ol\— Af для не зависящей от неправильностей части зем­
ной поверхности выведено в формуле (19). Обе части совместно дают:



а!л =  А' — ^-е2 cos и’ sin а \( 1 — т— ^  cos «' cos а' —
1 2 |V tg

— ( 2  tg^- а — sin «'j + tg «' —

* 1 Г- rdn' ,dri 1 /ло.
- tg 2- J [s in a r f F “ cosa^ r| -  (23>

§ 7

He зная неправильностей поверхности Земли, при помощи формул 
(20) и (23) можно судить, насколько велики наши сведения о сети 
треугольников, получаемой при проектировании пунктов триангуляции 
на поверхность эллипсоида вращения. Из выражения для значения 
угла, в котором проекции двух пунктов включают в себя проекцию
третьего пункта, пропадает первая — самая большая часть влияния,
производимого в этом пункте имеющимися в нем неправильностями 
земной поверхности. В нем остается только меньшая часть, умножен­
ная на tg^- а, и так как, не зная значений и мы вынуждены
пренебречь ею, то пренебрегаем при этом только величиной тем мень­
шей, чем меньше расстояние до нее. Величина эта, вероятно, редко 
равна нескольким сотым долям секунды.

Таким образом, в то время как углы спроектированной сети тре­
угольников получаются почти правильными введением в наблюдения 
одной только поправки, зависящей от эллипсоидальной фигуры Земли, 
более правильное построение такой сети требует только еще знания 
одной стороны ее. Но этого можно достигнуть, как показывает фор­
мула (20), из непосредственных измерений на поверхности Земли или 
измерений, приведенных к ним, только в том случае, если добиться

Г dsисчезновения интеграла I n —. Причем, это может быть в том случае,
когда измеренная длина базиса не лежит на поверхности эллипсоида 
вращения, в целом больше всего приближающегося к фигуре Земчи, 
но на поверхности, параллельной ему и отстоящей от него в пункте, 
через который проходит базис, в среднем на расстоянии п. Следова­
тельно, если вычислять сеть треугольников, не пренебрегая ничем дру­
гим, кроме того, чем необходимо пренебречь вследствие незнания 
неправильностей поверхности Земли, то в конечном результате полу­
чим очень близкие к истине проекции пунктов триангуляции на задан­
ную гладкую поверхность. Однако, как далеко она отстоит от поверх­
ности эллипсоида вращения, который в целом больше всего прибли­
жается к фигуре Земли, остается неизвестным, пока не найдем способа 
определять величину неправильностей Земли.

Сумма углов треугольника может обнаруживать неправильности 
фигуры Земли только при помощи одной из величин, помноженных на
tgi-a, tg^-a', tg^- а" или на отношение длины стороны к диаметру Зем-

т т dn dnли, а потому они очень малы. Но если ^  и для трех пунктов одного
треугольника равны, то сумма углов не отличается от величин того по­
рядка, значение которого она имеет в случае правильной поверхности. 
Это положение легко вывести из выражения для углов, приведенных
На эту поверхность, если пренебречь квадратами выражений tg^-a,



tgyoMgi-o". Если обозначить вершины треугольников через А, В, С;
азимуты направлений через

АВ =  а, В А =  а,
ВС =  а , СВ =  а',
СЛ =  а'\ СЛ =  а";

углы треугольника через а' — а" =  п\ а' — а =  я", а" — а' — п и про­
тиволежащие им стороны через аа', аа", аа, то сумма приведений всех 
трех углов треугольника равна половине выражения

(-- a sin а -}- <*" sin + (а cos а ““ G" cos а

+ (— o' sin а' а sin + (а’ cos а* — а cos

4 - (— з" sin а" 4 - а' sin а') ^  + (а' cos а" — а' cos а') .

Подставив сюда:
а = г  а, а  =  а f  1 8 0 °,

а '= :а  + я " 4 - 180°, а’ =  а + п", 
а "  =  а  —  /г' +  180°, а "  =  а  —  п\ 

что справедливо до величин порядка а, а', а", получим

[— а sin а 4- а' sin (а  4~ я") + sin (а  — д')] ^  —

dn
—  f —  з c o s  а +  а ' COS (а  -(- я " )  4~ а "  COS (а  —  п ')} -т- .а 7]

Первую часть этого выражения можно написать так: 

sin а [— а 4- з' cos я" 4- а" cos л'1 ̂  4- cos а Га' sin «" — а" sin л'1 ^ ;J d £ #Y]
и она уничтожается, если рассматривать треугольник как плоский; 
вторая часть содержит в себе как раз те члены, которые получаются 
в заключенном во вторые скобки множителе при замене значения а
на а 4 - 9 0 ° .  Если предполагать, что значения ^  и ^  равны для всех
трех вершин треугольника, то из этого следует, что сумма его углов не 
зависит от неправильностей поверхности Земли.

Что касается вычисления сети треугольников, образованных геоде­
зическими линиями, которые соединяют между собой проекции вершин 
треугольников на определенную выше поверхность, параллельную по­
верхности эллипсоида вращения, то для этого существуют два способа. 
В порядке опубликования первый способ был дан мною в выпуске № 6 
журнала „Astronomische Nachrichten“ (см. статью на стр. 27); вторым 
мы обязаны Гауссу, который полностью развил этот способ в своем 
труде о кривых поверхностях. Второй способ гораздо совершеннее 
первого, хотя первый годится для любой поверхности, в то время как 
второй — только для сфероида вращения Земли с малым эксцентрик 
ситетом. Для такого сфероида, впрочем, я вывел формулы, которые 
предусматривают, что стороны треугольников не представляют собой 
малых величин, т. е. они применимы для треугольников любой вели­
чины.
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